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Prologo

Este texto de estudio fue elaborado teniendo en mente a estudiantes avanzados de
ensefianza media 0 que estén prontos a ingresar a su primer ano de Universidad. Se
presentan en forma concisa gran parte de los contenidos de Mecanica Clasica que se
espera un alumno domine antes de comenzar su primer curso avanzado de “Mecanica
Clasica” de nivel universitario. Es importante mencionar que, aunque se introducen y
utilizan conceptos basicos de Calculo, no es necesario contar con conocimiento pre-
vio en esta materia. Se espera, eso si, que el lector tenga conocimientos basicos de
trigonometria y vectores. Como apoyo para reforzar este Gltimo tema, hemos incluido
un Apéndice que resume los conceptos basicos de vectores que seran utilizados a lo
largo del texto.

La metodologia del libro es simple y se basa en nuestro convencimiento de que
la mejor manera de aprender Mecénica Clasica es ejercitando y resolviendo proble-
mas en forma reflexiva. Los contenidos e ideas basicas se presentan en forma breve,
utilizando ejemplos ilustrativos cuando es necesario. Al final de cada capitulo se desa-
rrollan diversos problemas escogidos cuidadosamente por su valor pedagogico. Estos
ejercicios deben ser considerados como parte fundamental (y no opcional) del pro-
ceso de estudio. Cabe sefalar que los ejemplos y problemas presentados en este
texto tienen origenes diversos. Algunos se disefiaron exclusivamente para este libro,
otros fueron inventados por los autores con anterioridad, y los restantes son ejercicios
“clasicos” cuya autoria es dificil de determinar.

Antes de comenzar es bueno hacer algunas recomendaciones basicas que cree-
mos le ayudaran a hacer el proceso de aprendizaje provechoso y entretenido:

1. Las ideas basicas de la Mecanica Newtoniana se pueden enunciar y explicar en
pocas paginas. Esto no quiere decir que sean faciles de aprender. De hecho, es

VIl



natural que para llegar a una plena comprension y dominio de los conceptos se
requiera de mucho tiempo de reflexion y practica.

2. Desarrolle los problemas planteados reflexionando y entendiendo todos los pa-
sos. jNo sirve copiar o transcribir problemas para memorizar! En el proceso de
aprendizaje hay tres elementos muy importantes: pensar, pensar y pensar.

3. jAnimo, la recompensa es grande! La Mecanica Clasica no sélo es una de las
teorias cientificas mas exitosas y utilizadas, sino que ademas es una bella y
fascinante descripcién de la Naturaleza.

Estamos seguros de que en esta primera version del texto existe un amplio mar-
gen para mejorar y el aporte de los lectores sera fundamental en este proceso. Los
invitamos a participar con sus comentarios y sugerencias en www.librodefisica.cl.

Por ultimo, queremos agradecer el apoyo del Departamento de Fisica, de la Direc-
ciébn Académica de Docencia y de la Facultad de Ingenieria de la Pontificia Universidad
Catdlica de Chile. En particular, queremos agradecer el apoyo de Mauricio Lépez y los
constructivos comentarios y observaciones de Angel Abusleme, Piero Ferrari y Alejan-
dra Sanchez.

Fabian Cadiz, Samuel A. Hevia, Sebastian A. Reyes

Santiago, 18 de junio de 2013.
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Cinematica

El propésito de la mecénica clasica es describir el movimiento de los cuerpos y enten-
der sus causas, una de las inquietudes mas antiguas de la humanidad. En este primer
capitulo nos concentraremos en la cinematica, es decir, en la descripcion del movi-
miento sin preocuparnos por sus causas. Para esto introduciremos algunos conceptos
y herramientas matematicas que nos permitirdn hacer esta descripcion de manera
completa y rigurosa’.

Para este tipo de analisis muchas veces es adecuado pensar en el objeto en cuestién
como un punto ubicado en su centro, cuya posicion puede variar en el tiempo. Tal es
el caso, por ejemplo, de la descripcion del movimiento de una bala, de un automovil,
de una persona corriendo o incluso del movimiento de los planetas alrededor del sol.

En lo que sigue introduciremos conceptos basicos como desplazamiento, velocidad y
aceleracién, que seran de gran importancia a lo largo de todo el texto.

Cinematica en una dimension 1.

Para comenzar estudiaremos ciertos tipos de movimiento que pueden ser descritos
por una sola coordenada, llamados unidimensionales. Sabemos que nuestro mundo
es tridimensional y esto podria parecer una sobre simplificacion, pero veremos que
el estudio del movimiento en una dimensién sera de gran utilidad para resolver una
amplia variedad de problemas interesantes. Ademas, muchas de las ideas que se pre-

'Las causas del movimiento las estudiaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 1. Cinematica

sentan aqui seran facilmente generalizadas para los casos en donde el movimiento
ocurre en mas dimensiones.

Consideremos entonces un objeto que se mueve en una linea recta. En primer lugar
definimos un eje “x” de referencia paralelo a la direccidén del objeto en movimiento, y
cuyo origen (x = 0) definimos arbitrariamente. Una vez hecho esto, la trayectoria (o0
itinerario) del mévil queda completamente descrita por una funcién del tiempo x(t) que
nos entrega la posicion del objeto para cada instante de tiempo t, cuyo origen (t = 0)
también es escogido arbitrariamente.

Por ejemplo, supongamos que queremos describir la trayectoria que sigue el velocista
Usain Bolt al correr una carrera de cien metros planos. Para esto definamos un eje
“X” que pasa justo por el carril de Bolt y cuyo origen esta en el punto de partida de la
carrera. Elijamos ademas el sentido positivo de este eje apuntando en la direccion en
que se desplazan los corredores, como se muestra en la Fig. [1.1] La eleccién de un
eje y su origen es lo que llamaremos sistema de referencia.

o X

Figura 1.1: Usain Bolt se prepara para romper el Record mundial de cien metros pla-
nos. Para describir su movimiento hemos escogido un eje X que pasa por el carril del
corredor.

Consideraremos el origen del tiempo como el instante f, en que suena el disparo y
comienza la carrera (fy = 0). Sabemos que en ese momento la posicion del corredor
es x(fy) = 0 m, y usando las imagenes de television podemos ver, por ejemplo, que su
posicidén a los 3 segundos de haber comenzado la carrera es x(ty =3 s) =225 my
que a los 8 segundos después del comienzo de la carrera su posicion es x(t, =8 s) =
81.7 m. Podemos imaginar entonces que si llevamos un registro de la posicion para
distintos instantes de tiempo, la trayectoria del corredor queda representada por los
puntos que se ven en la Fig.[1.2
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Figura 1.2: En el grafico vemos puntos que representan la posicion de Bolt en distintos
instantes de tiempo. Si fuéramos capaces de medir la posicién en cada instante de
tiempo, obtendriamos la linea continua que representa matematicamente la trayectoria
seguida por Usain Bolt al recorrer los cien metros planos.

La linea continua que se muestra en la Fig. representa una funcion del tiempo, x(t),
gue da la posicion de Bolt en cada instante de tiempo t. Toda la informacion relevante
al movimiento del corredor esta contenida en esta funcion x(t) que llamaremos funcion
posicion.

Introduzcamos ahora algunos conceptos basicos de cinematica.

| Desplazamiento 1.1.1

Si la posicidén de un objeto en los tiempos t; y t, corresponde, respectivamente, a las
coordenadas x(t;) y x(t), definimos el desplazamiento entre t; y t. como la diferencia
entre las posiciones respectivas en dichos instantes:

a1 = X(&) — x(t1) (1.1)

El desplazamiento tiene dimensiones de longitud y en el sistema internacional de uni-
dades (S.I) 2 lo medimos en metros [m]. Por ejemplo, el desplazamiento de Bolt entre
los tiempos especificados anteriormente es b1 = x(&) — x(t;) = 59.2 m.

2El S.l es el sistema de unidades que se usa en la mayoria de los paises. Un metro (m) es la unidad
de longitud, y la unidad de tiempo es el segundo (s).



Capitulo 1. Cinematica

Velocidad Media 1.1.2

La velocidad media (0 promedio) sobre un intervalo de tiempo [t;, t.] corresponde al
desplazamiento dividido por el intervalo de tiempo en el que éste ocurrio:

b1 x() — x(t)

\-/ = =
SER A b — I

(1.2)

Notemos que la velocidad media entre dos instantes puede ser pequefia a pesar de
que el objeto haya recorrido una gran distancia entre t; y . En particular, si éste
recorre una larga trayectoria y vuelve a su posicién original, su velocidad media en
ese intervalo de tiempo sera cero. En ese sentido, la velocidad media es insensible a
la historia que ocurre entre t; y . La velocidad tiene dimensiones de longitud dividida
por tiempo y en el S.I. se mide en [m/s]. Por ejemplo, podemos calcular la velocidad
media de Boltentre iy =3 sy b =8 s, quees Vo1 = (Xo — xq) /(b — ) = 11.4 m/s.

Velocidad Instantanea 1.1.3

Como vimos anteriormente, la velocidad media nos permite estimar cuanto vale el
desplazamiento por unidad de tiempo. Pero para esto nos bastoé calcular un promedio
en un intervalo de tiempo dado, pero todo detalle de lo que ocurre dentro de ese
intervalo no es tomado en cuenta. Imaginemos ahora que dicho intervalo de tiempo
se vuelve muy pequeiio en torno a un cierto valor del tiempo ¢, hablamos entonces de
una velocidad asociada a dicho instante de tiempo, v(t). A esta cantidad la llamamos
velocidad instantdnea y queda expresada matematicamente por:

V() = lim x(t+ At) — x(t)

At—0 At (1.3)

En esta ecuacion el simbolo lima;_,o significa “limite cuando At se aproxima a 0”. Es
decir, la velocidad instantdnea en el instante t corresponde a la velocidad media en el
intervalo de tiempo [t, t + At], cuando At es infinitamente pequefo. En este punto es
importante hacer un pequeno paréntesis para introducir el concepto de la derivada de
una funcioén.

El concepto de la derivada 114

En la figura [1.3/ hemos representado una trayectoria arbitraria (en rojo) de un objeto
puntual en términos de su funcidn posicion x(t). Fijemos nuestra atencién en un trozo
de esta funcidén entre dos tiempos particulares t, y fp + At. De esta figura podemos
notar que la cantidad Ax/At, definida como:

Ax X(fh + At) — x(t)
N At

(1.4)



1.1. Cinemaética en una dimension

X(t, + At) — x(t,)

X(t)

Figura 1.3: La velocidad media entre fy y {p+ At corresponde a la pendiente de la recta
que pasa por los puntos (fy, x(f)) y (fo + At, x(fo + At)).

corresponde a la pendiente de la recta que pasa por los puntos (ty, X(t)) y (fo+At, x(fo+
At)). A medida que el tamafo del intervalo de tiempo At se hace mas pequefio, la
pendiente de la recta se asemeja cada vez mas a la pendiente de la recta tangente a
la curva en x(fy). Por lo tanto, si tomamos At — 0 ambas pendientes seran iguales y
la anotaremos como sigue:

<dX) — Iim X(to+Al‘)—X(to). (15)
b

at ). arso At

Notemos que al variar f, obtenemos distintos valores para[i.5] dicho de otra forma, [1.5]
es una funcién del tiempo t. Esta nueva funcién es lo que se conoce como derivada
de x(t). El simbolo % es la notacion comunmente utilizada para denotar la derivada,
y como notacién simplificada es comun utilizar x’(t) o también x. Observe que el lado
derecho de la ecuacion es justamente la definicion de velocidad instantanea en
el instante f. Por lo tanto, la velocidad de un objeto en un instante t corresponde
justamente a la derivada de la funcién que define la trayectoria de ese objeto evaluada
en el instante t.

| : ENTENDISTEST? 1.1

¢ En cudl de las zonas definidas como |, Il y Ill en la figura[1.3] el mévil tiene una mayor
velocidad instantanea?

| Rapidez 1.1.5

Cuando un objeto recorre una determinada trayectoria entre dos instantes t; y t,, nos
podemos preguntar, ¢que tan rapido se movié? (sin importar la direccién del movi-
miento). Para responder esta pregunta es adecuado definir la rapidez media entre t; y
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L, como:

- So1
= 1.
|f21 P | (1.6)

donde s,1 es la longitud total de la trayectoria recorrida entre t; y .. Analogamente al
caso de la velocidad, también se puede definir la rapidez instantanea en un instante
de tiempo t al considerar un At infinitesimal alrededor de t.

Es importante darnos cuenta de que este concepto es diferente al de “velocidad”. En
efecto, la rapidez media es una cantidad siempre positiva o nula (cuando no hay nin-
gun movimiento en absoluto). Por ejemplo, si una persona corre cien metros en linea
recta y luego corre de regreso al punto de partida, demorandose 40 s en todo el pro-
ceso, entonces la rapidez media para este recorrido es r = 200 m/40 s = 5 m/s. Sin
embargo, como el punto final de la trayectoria es el mismo que el inicial, su velocidad
media claramente sera nula.

La diferencia esencial entre rapidez y velocidad es que sélo esta ultima es sensible a
los cambios de direccion, que es una propiedad fundamental de la velocidad, asi como
de la posicién y la aceleraciéon.® De acuerdo con la definicion de rapidez, es facil darse
cuenta que la rapidez instantanea corresponde al médulo de la velocidad instantanea*
r(t) = X'(1)].

Aceleracion Media 1.1.6

Otro concepto necesario para describir adecuadamente el movimiento de un objeto
es la aceleracion. Esta nos dice cuanto varia la velocidad por unidad de tiempo. La
aceleracién media entre t; y f> se define como:

. V() — v(h)
ao1 = ﬁ (1.7)

Es importante destacar que, analogamente a la velocidad media, el objeto puede ser
sometido a grandes variaciones de velocidad durante el intervalo de tiempo considera-
do y sin embargo el valor medio de la aceleracion puede ser pequefio. Para determinar
la aceleracion media solo son necesarias las velocidades final e inicial, y el intervalo
de tiempo. La aceleracion tiene dimensiones de velocidad dividida por tiempo y en el
S.I se mide en [m/s?].

Por ejemplo, el 14 de Octubre de 2012, el paracaidista Felix Baumgartner realizé un
salto desde 39000 metros de altura, logrando romper la barrera del sonido (velocidad
de 1137 kilometros por hora, o equivalentemente, 315, 8 m/s) luego de 40 segundos

3Como veremos mas adelante cuando el movimiento es en mas de una dimension se vuelve esencial
el uso de vectores para una adecuada descripcion de estas magnitudes fisicas. (Ver Apéndice
4El médulo o valor absoluto de un nimero real x se define como |x| = x six > 0,6 |x| = —x si x < 0.
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de caida libre. Suponiendo que cuando se deja caer su velocidad vertical es nula, la
aceleracién media al cabo de 40 segundos fue de:
315,8-0 m
=—-——=7,9—
40-0 S

El lector que ya esté familiarizado con la gravitacién reconocera una diferencia entre
esta aceleracion media y la aceleracion de gravedad, g = 9.81 3, que en principio
experimentan todos los objetos que caen hacia la superficie de la Tierra. En efecto, el
contacto del paracaidista con el aire a su alrededor es el responsable de esta menor
aceleracion.

| Aceleracion Instantanea 1.1.7

De manera similar a lo visto anteriormente cuando definimos el concepto de veloci-
dad instantanea, definiremos la aceleracion instantdnea como la aceleracién media
para un intervalo de tiempo infinitamente pequefo alrededor del instante en el cual
deseamos calcularla. Es decir,

a(t) = lim V{LF A0 — vt _ av(l)

At—0 At T odt (1.8)

Note que la aceleracién corresponde a la segunda derivada de la posicién, entonces:

a(t) = dv(t) = g%(%) = €0 Y en notacion simplificada se tiene que a(t) = x/(t), o

también a(t) = X.

A continuacién veremos como describir dos tipos de movimientos caracteristicos, el
movimiento con velocidad constante y el movimiento con aceleracion constante.

|Movimiento con velocidad constante (o no acelerado) 1.1.8

El caso mas sencillo consiste en el movimiento de un objeto cuya velocidad es cons-
tante, es decir, independiente del tiempo (esto es equivalente a decir que la acele-
racién es nula). Esto significa que en iguales intervalos de tiempo recorre la misma
distancia. Si escogemos un cierto origen para la coordenada x que describe el mo-
vimiento, y digamos que conocemos la posicién inicial para t = 0, ;cdmo podemos
determinar la posicion x(t) para un instante posterior t (arbitrario)?.

Por el momento Unicamente sabemos que su velocidad esta dada por una constante
que llamaremos vy. Notemos que para cualquier intervalo de tiempo [t, f] la velocidad
media es necesariamente igual a v:

x() — x(t) _

Vtt=
12 t2_t1
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Llamaremos X a la posicidén del objeto en el instante t = 0. Luego, para algun tiempo
t, se tiene que la velocidad entre O y t es:

_x(t) — X
=70
de donde obtenemos:
Xx(t) = Xo + votl (1.9)

Esta es la descripcidn general de cualquier movimiento unidimensional a velocidad
constante. Notemos que como la velocidad es constante, tanto la aceleracion media
sobre cualquier intervalo de tiempo como la aceleracién instantanea para un instante
t cualquiera son nulas. Movimiento a velocidad constante es entonces sinénimo de
movimiento no acelerado.

Si se grafica la posicién x de la particula en funcion de t, obtenemos una linea recta
como se ve en la Fig. [1.4]

X(t)

X(t)= X, +V,t

4 L, ot

Figura 1.4: El grafico de la posicidn v/s tiempo para un movimiento a velocidad cons-
tante corresponde a una recta. La pendiente de esta recta es igual a la velocidad de
la particula.

Notemos que esto es consistente con el hecho de que la velocidad es igual a la pen-
diente de la recta tangente a x(t). En este caso, la recta tangente a x(t) es igual a x(t),
cuya pendiente es constante e igual a vp.

A partir de la Ecuacién [1.9] podemos determinar por ejemplo el tiempo t que demora
un objeto en recorrer una distancia Ax como:

AX
=

t

Ejemplo 1.1

Considere un automévil de 4 m de largo que viaja con una rapidez constante de 120
km/h por una carretera recta de una pista por sentido de transito. Por el mismo carril y
mas adelante viaja un camién de 16 m de largo a una velocidad de 100 km/h. En un



instante dado, el conductor del automdvil ve al camién y decide realizar una maniobra
de adelantamiento manteniendo la rapidez del auto constante. ;Cual es el minimo in-
tervalo de tiempo que debe estar el automévil en el carril contrario para realizar esta
maniobra de forma segura? Considere que la maniobra es segura cuando la distancia
paralela a la carretera entre el auto y el camion es mayor a 5 m. Ademas desprecie el
desplazamiento lateral.

Solucidén: La maniobra de adelantamiento puede ser descrita en tres etapas. Prime-
ro se realiza el cambio de carril, luego el sobrepaso por un costado del otro vehiculo
y finalmente el cambio al carril original. Para representar graficamente esta situacién
dibujaremos los vehiculos en el instante inicial y final de la maniobra en la figura si-
guiente:

i | Lc | \\" |_|LA
/ [ 1 "‘
- _ / e \\ ------
A Q‘ Ve ( I i Q
e —f
Ls dc
| da |

El trayecto d, que recorre el automévil estéa dado por:

dA=Lc+LA+2Ls+dC (110)

donde d¢ es la distancia que recorre el camion durante la maniobra. Por lo tanto, el
tiempo minimo que debe estar el automdvil en el carril contrario es:

da
= — 1.11
=1 (1.11)
La distancia d¢ que recorre el camién es:

Luego, reemplazando[1.11]y[1.12/en[1.10], se obtiene:

Valtm = Lo + Lo+ 2Ls + vetm (113)

Despejando, obtenemos que el tiempo esta dado por:

_ Lc+LA+2LS

1.14
VA Vo (1.14)

tm
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Analisis del Resultado

Sivy=Vve =t — o0, locual es de esperar, ya que si el automdvil viaja a una velocidad
muy cercana a la del camién, el tiempo que tarda en adelantarlo sera muy grande. En
particular, si las velocidades son iguales, este resultado indica que no es posible el
adelantamiento.

Note ademas que el resultado sélo depende de la diferencia de las velocidades. Esto
indica que el tiempo es el mismo que si el camién esta detenido y el auto se desplaza
a 20 km/h.

Obteniendo un valor numérico: Para evaluar los datos en [1.14] es recomendable
realizar un cambio de unidades, desde km/h a m/s.

km 1000 m
h ~ 3600s
1k_m=1m

h ~3,6s

Como nos interesa la diferencia de las velocidades, se tiene que:

vA—vC=120kTm—100k?m=20kTm
VA—Vc=ﬂm
3,6 s
Evaluando en[1.14:
Z‘=16m+:;m+10m =545
3,6S

Por lo tanto, el tiempo minimo requerido para realizar la maniobra de adelantamiento
en forma segura es 5,4 s.

Movimiento con aceleracion constante 1.1.9

Ahora veamos el caso en que existe una aceleracion constante en el tiempo, es decir,
a(t) = a. Esto significa que la aceleracion media sobre cualquier intervalo de tiempo
es constante e igual a a. Si la velocidad inicial en t = 0 es vy, entonces:

v(t)—vo

gt = =a
0.t f—0 0

(1.15)

y obtenemos que la velocidad varia en el tiempo de acuerdo a la ecuacion:

[vi)=w+at (1.16)
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Notemos que esto ultimo es facil de deducir pues la relacion que existe entre v(t) y
a(t) es absolutamente analoga a la relacion entre x(t) y v(t). Por lo tanto, nos basta
recordar el resultado obtenido para x(t) en el caso de velocidad constante (Ecuacion

1.9).

Para el movimiento con aceleracién constante la velocidad varia de manera uniforme,
por lo que al graficar la velocidad en funcién del tiempo se obtiene una linea recta
como vemos en la Fig. [1.5

v(t)

Figura 1.5: Velocidad en funcion del tiempo para el movimiento uniformemente acele-
rado.

Ahora, supongamos ademas que para t = 0 la particula se encuentra en xp, de manera
que después de un tiempo t, se encontrara en:

x(t) = Xo + Vo t, (1.17)
donde Vvy; es la velocidad media en el intervalo [0, {]. Pero, como la aceleracion es

constante, podemos obtener la velocidad media calculando el promedio entre la velo-
cidad inicial y la velocidad final. Es decir,

1 1
VO,I‘ = E[Vo + V(t)] = E[Vo + WV + at] (1 18)
Voyt=VQ+at/2 (119)

Reemplazando en la ecuacion(1.17} obtenemos la ecuacion que describe el movimien-
to de una particula que se mueve con aceleracion constante:

x(t) = Xo + Vot + at?/2 (1.20)

Por otra parte, de la ecuacion para la velocidad, podemos despejar t como:

v(t) — vo
—

t= (1.21)
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- 1at2
X=X, +Vt+3at

X=X, +Vot

t

Figura 1.6: El gréfico de la posicidn v/s tiempo para un movimiento con aceleracion
constante corresponde a una parabola.

Si ahora lo reemplazamos en la expresion que obtuvimos para x(t) tenemos:

X() = Xo + Vo (@) , g (@)2 (1.22)

Trabajando sobre esta ecuacion obtenemos una expresion que relaciona la velocidad
con la posicién en un instante de tiempo f,

v(t)? — v = 2a(x(t) — Xo) (1.23)

Ejemplo 1.2

Eliseo, un piloto de férmula uno, corre a una velocidad v; cuando se percata que d
metros mas adelante y en la misma pista, va otro auto que se mueve mas lentamente
a una velocidad constante v» < v;. Eliseo aplica los frenos y da a su automovil una
aceleracidn constante (—a) (contraria a la direccion de movimiento). Demostrar que si
la distancia que los separa cumple d > (v — v4)?/2a, no habra choque.

Solucion

En el instante en que Eliseo nota el acercamiento con el otro automavil, los separa una
distancia d. Elegimos un sistema de referencia cuyo origen coincide con la posicién
del automovil de Eliseo en el instante en que comienza a frenar.

De esta forma, las ecuaciones de movimiento que describen las trayectorias de Eliseo
(x1(t)) y del otro piloto (x(t)) son:
t2

Xq(t) = v1t—a§
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Xg(t) =d+ Wt

Si se produce un choque, quiere decir que para algun tiempo t' las posiciones de
ambos automdviles deberian coincidir:

t/2
vd’—aE =d+ V2t,

Escrito de otra manera: 2

Etlz +(vo—v)t+d=0
Hemos obtenido una ecuacion de segundo grado para el tiempo t', cuyas soluciones
estan dadas por:

, Vi —Vety/(ve —w)? —2ad
a

t

Notemos que si:
(V2 — V1)2 —2ad <0

entonces las soluciones para t' son imaginarias, lo que carece de sentido fisico. Esto
quiere decir que bajo esta condicidon no existe una solucién (real) para t', y entonces
no habra choque. Es decir, debe cumplirse:

(vo — v1)?

53 <d

Aplicacidn numérica: Supongamos que Eliseo viaja inicialmente a vy = 300 km/h,
que el otro auto se mueve a 200 km/h, y que los separa una distancia de 200 m. Para
evitar un desastre la desaceleracién debe cumplir con:

(V2—V1)2_ 2
a> 5d =1,929 ms™~.

| Movimiento Relativo 1.1.10

El concepto de velocidad esta estrechamente relacionado con el concepto de siste-
ma de referencia. Por ejemplo, cuando decimos que un vehiculo viaja a 100 km/h en
direccion norte, mentalmente asociamos la direccion del desplazamiento y asumimos
que los 100 km/h son medidos respecto a un observador que esta en tierra, ya que
entendemos que es la Unica manera de que esta afirmacion tenga sentido. Por ello,
cuando nos referimos a la velocidad de un objeto, es necesario definir respecto a qué
sistema de referencia se mide el desplazamiento de éste y en qué orientacién espacial
se desplaza. Por lo tanto, se debe establecer un sistema de referencia y la orientacion
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de sus coordenadas.

Por ejemplo, podriamos definir dos sistemas de referencia, tales que sus origenes se
desplacen el uno respecto del otro con una velocidad constante. Estos dos sistemas
serian igualmente adecuados para describir el movimiento de un objeto. A modo de
ejemplo, consideremos tres meteoritos A, B y C que viajan por el espacio en una
misma direccién. Si decimos que el meteorito A tiene una rapidez mayor que el me-
teorito B, y este Ultimo una rapidez mayor que C, intuitivamente estamos definiendo
un sistema de referencia en el cual ello ocurre. Para aclarar esto ultimo, partamos con-
siderando un sistema que tiene su origen en el meteorito C, desde el cual se ve que
By A se estan alejando y este ultimo lo hace con mayor velocidad. En este sistema
de referencia las velocidades de Ay B serian 1000 m/s y 600 m/s, tal como se repre-
senta en la figura siguiente (las flechas indican la direccion del movimiento de cada
meteorito):

— 600m/ 1000m/

Ahora, consideremos un sistema de referencia con su origen en el meteorito B.

600;%& ’—> I 400m/¢

o X

Por ultimo, fijemos el sistema de referencia en el meteorito A.

—& &
1000M/ 600/ =

Al observar los tres casos anteriores, podemos decir que el meteorito A se aleja del
meteorito C con una rapidez de 1000 m/s (primer sistema de referencia), o equiva-
lentemente, que el meteorito C se aleja del meteorito A con una rapidez de 1000 m/s
(tercer sistema de referencia). En la tabla[1.1] se muestran las diferencias de las velo-
cidades calculadas en los tres sistemas de referencia.

Lo primero que queda en evidencia en la tabla anterior es que la diferencia de las
velocidades, que llamamos velocidad relativa, es independiente del sistema de refe-
rencia. Por ejemplo, la velocidad relativa del meteorito A respecto al meteorito B seria
Vag = Va — Vg, que tiene un valor de 400 m/s en direccion x (por tener signo positivo),
0 sea, A se aleja de B a 400 m/s en la direccion positiva de la coordenada x. Analo-
gamente, la cantidad vgs = vg — v4 nos indica que B se aleja de A a 400 m/s en la
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Sistema de referencia Va— Vg Vg—Vxp Va—Vc Voc—Vag Vg—Vc Vc— Vg

EnA 400 -400 1000 -1000 600 -600
EnB 400 -400 1000 -1000 600 -600
EnC 400 -400 1000 -1000 600 -600

Tabla 1.1: La velocidad relativa entre 2 objetos es siempre la misma, independiente
del sistema de referencia.

direccion negativa de la coordenada x.

En el problema de la maniobra de adelantamiento a velocidad constante, encontramos
que el tiempo que tarda el automaovil en adelantar al camién depende sélo de la dife-
rencia de las velocidades. Este resultado indica que el tiempo que tarda el automévil
en adelantar el camién es independiente del sistema de referencia en el cual se calcu-
la. O sea, si se observa la maniobra desde un tercer vehiculo y se es capaz de medir
las velocidades de los otros vehiculos, al calcular el tiempo que tarda la maniobra éste
debe ser el mismo que el calculado por un observador en tierra.

Estos resultados sugieren que dos sistemas de referencia que se mueven a velocidad
constante uno respecto al otro son completamente equivalentes para describir el mo-
vimiento de los objetos (esto serd discutido con més detalle en el capitulo 2). Vemos
entonces que no existe una velocidad absoluta de un objeto, pues ésta siempre de-
pendera del sistema de referencia utilizado. Sin embargo, la velocidad relativa entre 2
objetos sera la misma en todos los sistemas de referencia.

I ¢ENTENDISTEST? 1.2

Considere dos sistemas de referencia donde uno se mueve a una velocidad constante
respecto al otro. Vimos que la velocidad de un objeto no sera la misma en ambos sis-
temas de referencia, ¢ qué ocurre con la aceleracion?, ;depende también del sistema
de referencia?.
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Cinematica en dos dimensiones 1.2

En esta seccién estudiaremos el movimiento en dos dimensiones. Mostraremos como
los conceptos vistos en la seccidon anterior son generalizados para este caso, en base
al tratamiento vectorial de las cantidades involucradas. Veremos que es natural intro-
ducir el concepto de magnitud vectorial y notaremos como esto facilita el tratamiento
de los distintos problemas.

Posicion bidimensional, concepto de vector. 1.2.1

La posicidon de un objeto que se mueve en dos dimensiones queda completamente
descrita al referirla respecto a un sistema de coordenadas bidimensional. A modo de
ejemplo, imaginemos que le lanzamos una manzana al profesor en vez de dejarla de
forma cortés en su mesa. El movimiento que realiza la manzana después de que ésta
abandona la mano del lanzador es en dos dimensiones, ya que ella se desplaza hori-
zontalmente a lo largo de la linea de lanzamiento, y ademas su posicién vertical varia
por la accion de la gravedad. Con el propésito de indicar la posicién de la manzana en
un instante de tiempo t posterior al lanzamiento, utilizaremos el sistema de referencia
mostrado en la figura[1.7}

z

x(t)

Figura 1.7: La trayectoria de la manzana no puede ser descrita por una sola coorde-
nada. Se trata de un movimiento bidimensional.

Notamos que la ubicacion de la manzana esta determinada por el valor de su posicion
en la direccion horizontal que hemos llamado x(t), y por la posicion vertical z(t). Por
comodidad podemos agrupar ambas coordenadas, x(t) y z(t), para formar un vector
r(t), al cual llamaremos vector posicion (ver Apéndice [A). En la figura vemos que
la posicion de la manzana se representa por una flecha, que une el origen del sistema
de referencia con la posicién de la manzana. Esto no es otra cosa que el vector po-
sicidn de la manzana en dicho instante. De forma general, un vector es un arreglo de
varias coordenadas, y se representa siempre por una flecha en el espacio.
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Note que el vector F(t) solo tiene sentido si lo hemos referido a un sistema de coorde-
nadas. De la figura[1.7] podemos ver que este vector puede ser escrito matematica-
mente de la siguiente manera:

F(t) = x(D)% + z(1)2 (1.24)

donde X y Z representan, respectivamente, las direcciones de los ejes X y Z. También
se utiliza la notacion simplificada 7(f) = (x(t), z(t)). Note que el nombre de los ejes es
completamente arbitrario, aunque usualmente se utilizan los simbolos X, Y y Z pa-
ra designar 3 direcciones en el espacio tridimensional. Otra notaciéon que utilizada en
muchos textos consiste en nombrar 7, j, k a las direcciones %, j y 2, respectivamente.

A medida que la manzana se mueve, tanto el médulo (largo de la flecha) como la di-
reccion del vector posicion varian, generando asi una trayectoria en dos dimensiones.
El médulo de un vector se calcula facilmente con el teorema de Pitagoras, y se utiliza
la siguiente notacién :

[P = Vx(D)2 + y(2)?

Las direcciones %, y Z son, por construccion, vectores de médulo igual a 1.

| Desplazamiento 1.2.2

También es conveniente definir el desplazamiento en el caso bidimensional como una
cantidad vectorial, ya que para referirnos al desplazamiento del objeto debemos es-
pecificar cuanto se desplazé (modulo del vector) y en qué direccion lo hizo (direccion
en la que apunta la flecha del vector). En el contexto del movimiento de la manzana
(figura[1.8), podemos ver que el desplazamiento de ésta entre los tiempos t y £, esta
dado por la ecuacion[1.25] la cual es obtenida simplemente a partir de la resta de los
dos vectores posicidén evaluados en los instantes involucrados.

[0 = i) — it ] (1.25)

El desplazamiento es también un vector, que graficamente une el punto r(t;) con F(t).
El desplazamiento de un objeto siempre puede ser escrito en términos del vector posi-
cibn como en la ecuacion Note sin embargo que, a diferencia del vector posicién,
el vector desplazamiento no depende del sistema de referencia escogido. Esto puede
ser observado directamente de la figura[1.9] en la cual hemos introducido otro sistema
de referencia (direcciones x-y), respecto del cual se han representado los vectores
posicion r'(t) y r'(t) de la manzana en los mismos tiempos t; y t.
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r(t)

>

Figura 1.8: El desplazamiento entre t; yt, se define como la diferencia del vector po-
sicién evaluado en los instantes de tiempo t; y .

r(t,) J

R

Figura 1.9: El desplazamiento de un objeto es un vector que no depende del sistema
de referencia utilizado.

Velocidad Media 1.2.3

La velocidad media se define anadlogamente al caso unidimensional, donde el despla-
zamiento es ahora un vector:

5 Ay Fb) - F(ty)
Vo1 = =
L—t L—t

(1.26)

Por supuesto, le velocidad media es independiente del sistema de referencia utilizado.
Note que la direccidén de la velocidad media es la misma que la del vector desplaza-
miento.
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| Velocidad Instantanea 1.2.4

Analogamente al caso unidimensional, la velocidad instantdnea esta dada por:

Vo lim [HAD T d*(t)‘ (1.27)

At—0 At B Er

donde la derivada de 7(t) se define simplemente como el vector cuyas componentes
son las derivadas de las componentes del vector posicion:

% (x(D)% + 2(1)2) = (X' ()% + 2/(1)2) = V(1)

En la siguiente figura se representan las velocidades de la manzana en dos instantes
de tiempo t; y f, respectivamente. Es posible mostrar que el vector velocidad es siem-
pre tangente a la curva que describe la trayectoria del objeto. Note que en general
tanto la direccion como el médulo de la velocidad cambian.

Rv;(tz)

Figura 1.10: La velocidad de un objeto puede cambiar en magnitud (médulo), y tam-
bién en direccion.

| Rapidez 1.2.5

Nuevamente podemos generalizar el caso unidimensional para decir que la rapidez
instantanea de un objeto est4 dada por:

1) =1va) | (1.28)

es decir, corresponde al mddulo de la velocidad. (!Atenciéon!, no confundir r(t) con el
vector posicion r(t)).

I ¢ENTENDISTEST? 1.3

Usualmente nos referimos al medidor de velocidad de un auto como velocimetro. ¢ Se-
gun los conceptos definidos hasta aqui, es realmente un medidor de velocidad? ¢ Es
adecuado llamarlo velocimetro?
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Aceleracion Media 1.2.6

La aceleracion media entre los instantes de tiempo t; y £, esta dada por la expresion:

= V() — V(t)
3= —tg ) (1.29)

Graficamente, el vector v(t;) — V(t;) esta representado en la siguiente figura:

v(t)

i(t) V(t,) - V(L)

Figura 1.11: El vector V() — V(t;) es aquel que une el extremo de V(t;) con el extremo
de \7(1’2)

Note que direccion de la aceleracion media es la misma que la direccion del vector
definido por la resta de los vectores V() y V(t;) . Matematicamente esto se expresa
como:

a V() — V(t)
—r = = = (1.30)
HéH V(L) — v(ty)]]
Aceleracion Instantanea 1.2.7
La aceleracion instantanea esta dada por la derivada de la velocidad:
L V(t+AD) - V() d.
= = — 1.31
S A S A 1A (130

En términos del vector posicion r(t) = x(t)x + z(t)z, se tiene a(t) = x"(t)x + z"(t)z. En la
figura[1.12 se muestra la aceleracién de la manzana en distintos instantes de tiempo.
Este es un caso particular en donde la aceleracién es un vector constante (misma

direccién y magnitud para todo instante de tiempo). Esto es consecuencia de la ley de
gravitacién universal (ver capitulo 2).
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Figura 1.12: En el caso particular de un objeto en caida libre cerca de la superficie
terrestre, la aceleracion es un vector que apunta siempre hacia el piso, de magnitud
8] = g=9.8ms2

Ejemplo 1.3

Se pueden utilizar los conceptos aprendidos para analizar la trayectoria de un alumno
durante su viaje en metro al campus San Joaquin. Para hacer mas facil nuestra tarea,
usaremos una version simplificada de la red del ferrocarril metropolitano, en la cual
cada una de las principales estaciones de las rutas que analizaremos estan ubicadas
en los vértices de un cuadrilatero. En la figura se muestran las coordenadas de estos
vértices respecto a un sistema de referencia con su origen en la estacién Tobalaba.
Las distancias se encuentran expresadas en kilbmetros ([km]). Suponga que San Joa-
quin se encuentra exactamente en el punto medio entre Baquedano y Vicente Valdés.

El alumno se sube al metro en Tobalaba a las 7:30 am y llega a Baquedano a las 7:45
am. Luego, toma el metro hacia San Joaquin a las 7:50 am llegando al Campus a las
8:00 am, con tiempo suficiente para repasar la materia de la clase anterior.

1. Encuentre el desplazamiento total del alumno y la velocidad media con que viajé
a la Universidad.

2. Calcule el desplazamiento y velocidad media para el tramo Baquedano-San Joa-
quin.

3. ¢Cual es la rapidez media del metro entre Baquedano y San Joaquin?

4. Si el alumno tomara la decision de viajar a la Universidad a través de Principe de
Gales y Vicente Valdés, demoraria una hora y veinte minutos en llegar. Calcule
el desplazamiento total, la velocidad media y la rapidez media para este trayecto.

Solucion

a) El estudiante se mueve desde el origen del sistema de coordenadas hasta la po-
sicion del Campus San Joaquin. Debemos entonces determinar la posicién de este
ultimo. Como se nos dice en el enunciado, el Campus se encuentra justo en el punto
medio entre Baguedano y Vicente Valdés, por lo tanto,

= Pgyg+Pw (3,240 —24-15
Po=—"% =2 2

) km = (—1,6, —8,7) km. (1.32)
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Tobalaba
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El desplazamiento total es entonces d= ﬁSJ—ﬁ =(—1,6,—8,7) km. Dado que su viaje
completo duré exactamente 30 minutos, tenemos que su velocidad media fue,
(-1,6,-8,7)10°m

Vn="—20" g0 =(~0.889,-4,83) m/s. (1.33)

b) El desplazamiento total en el tramo Baquedano-San Joaquin esta dado por,
ds-sy = Psy— Paag = (—1,6,-8,7) km — (—3,2,-2,4) km = (1,6,—6,3)km (1.34)

Si consideramos el momento en que el alumno se sube al metro en Baquedano como
el comienzo de la segunda parte del viaje, vemos que el tiempo que demora es 10
minutos. Finalmente la velocidad media de este tramo es,

-, (1,6,-6,3)10° m

= = — : 1.
v, 10 % 60s (2,667,—10,5) m/s (1.35)

c) La rapidez media entre Baquedao y San Joaquin es el largo de la trayectoria divido
por el tiempo que demoro en recorrerla. En este caso, dado que el tramo corresponde

a una linea recta, el largo de la trayectoria es simplemente HdB,SJH:

) Os-s.| _ V1,62+6,3210°m _ 6500 m
TT10 x60s 600 s " 600 s

Notar que dado que el desplazamiento que se esta considerando se llevo a cabo en
una linea recta y en un solo sentido, la rapidez media es también el médulo de la
velocidad media,

=10,83 m/s

V.| = /2,6672 + (—10,5)2m/s = 10,83 m/s. (1.36)

d) A pesar de haber hecho un recorrido diferente, el estudiante tiene la misma posicién
final e inicial, lo que significa que su desplazamiento es nuevamente d, el mismo que
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obtuvimos en la parte (a). Sin embargo, el tiempo de viaje es ahora de 80 minutos, lo
gue resulta en una velocidad media:
~, (—1,6,-8,7)10°m
V_ = =(— —1, 81 1.37
m 80 XGOS ( 01331 58)m/s ( 3)
que apunta en la misma direccién que la velocidad media obtenida en (a) pero tiene
una magnitud considerablemente menor.

Para determinar la rapidez debemos calcular primero la longitud total (S) del trayecto
recorrido, que en este caso esta compuesto por una serie de tramos rectilineos,

S=‘ﬁpg—6’+’ﬁvv—ﬁpg‘+|ﬁsJ—:EJV\/|. (138)

Usted puede verificar que el resultado es S = 23,294 km. La rapidez media para este
trayecto es entonces,
, _ S 23,294 x 10°m
T AtT 80 x 60s

= 4,853 m/s. (1.39)

| Movimiento Uniformemente Acelerado 1.2.8

Consideremos ahora el caso particular de un objeto que se mueve con aceleracion
constante 4. Si utilizamos dos ejes X e y para describir el movimiento, entonces la
aceleracién puede ser descrita como:

a=aX+ay= g\7(t) (1.40)
dt
donde ay, a, son constantes, y la velocidad del objeto en el instante t se escribe:
V(t) = vi(D)X + v, (8)y. (1.41)

Al igual que en el caso unidimensional, se obtiene facilmente que:

V(t) = \70 + ét
lo que puede ser escrito en términos de sus componentes:

Vx(t) = Vox + axt (1.42)
vy (1) = voy + ayt (1.43)

El problema es entonces idéntico al de dos movimientos unidimensionales con ace-
leracion constante. Utilizando los resultados obtenidos para el caso unidimensional
podemos encontrar la solucién para las coordenadas del vector posicion:

’
X(1) = Xp + Voxt + Ea,(t2 (1.44)

]
y(t) = Yo + Voyt + éayt2 (1.45)
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Y la posicidn del objeto estd determinada entonces por el vector:

S 1 . 1 .
‘r(t) = (Xo + Voxt + Eaxt2> X + <yo + Voyt + antz) y‘ (1.46)

El movimiento de un cuerpo que cae cerca de la superficie terrestre es un tipico ejem-
plo de movimiento con aceleracion constante. Debido a la atraccién gravitacional de
la Tierra, todos los objetos caen hacia su centro con aceleracién constante de magni-
tud g = 9.81 m/s?. En el ejemplo del alumno que arroja una manzana al profesor, la
aceleracién de la manzana una vez que ha sido lanzada puede ser escrita como:

d=0%—gy (1.47)
Donde el sistema de referencia utilizado se puede ver en la figura|1.13} Notar que en

y

F(t)

o X

Figura 1.13: La aceleracion de todo objeto bajo la influencia de la gravedad de la
Tierra es un vector de magnitud g que apunta hacia el suelo.

el eje horizontal la aceleraciéon es nula. Luego, el movimiento es uniforme en dicha
direccién y esta descrito por:
x(t) = Xo + Voxt (1.48)

caracterizado por una velocidad horizontal constante. En el eje vertical se tiene un
movimiento uniformemente acelerado:

1
y(t) = yo + voyt — §gt2 (1.49)

Ahora, notar que el sistema de referencia utilizado es totalmente arbitrario, y por su-
puesto el movimiento puede ser descrito en cualquier otro sistema. En particular, con-
sideremos por ejemplo un nuevo sistema de ejes, digamos X’ y ', que se obtiene a
partir del original mediante una rotacién en un angulo ¢ (Ver Figura[1.14).

Recordemos que la aceleracién de gravedad en el sistema original se escribe:

a=—gy

De la figura, podemos ver que el vector y se escribe en términos del nuevo sistema de
referencia:
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Figura 1.14: Un nuevo sistema de referencia se puede obtener, por ejemplo, mediante
una rotacién del sistema original.

X

y =sin(¥)X’ + cos(v)y’

Con lo que la aceleracion en el nuevo sistema de referencia queda:

a=—gsin()Xx’ — gcos(v)y’

Podemos ver entonces que con esta eleccidn de ejes, el movimiento no se descompo-
ne en un movimiento con velocidad constante y un movimiento uniformemente acele-
rado. En efecto, ahora ambos movimientos seran acelerados:

X'(t) = X + Vi, t — %gsin(ﬁ)z‘2 (1.50)
Y (1) = yg + Vo, t — %gcos(ﬂ)z‘2 (1.51)

Ejemplo 1.4

Suponga que usted patea una piedra hacia un lago con velocidad inicial de magnitud
v, formando un angulo 6 con la horizontal. ; Cuénto tiempo demora la piedra en caer
al lago?

Respuesta: Es conveniente fijar un sistema de referencia tal que el origen coincida
con la posicién inicial de la piedra.

La velocidad inicial esta dada por:

Vo = VCOS(U)X + vSin(9)§ = voxX + Vo, ¥ (1.52)

Asi, la posicion de la piedra esta determinada en cualquier instante de tiempo t por:

F(t) = x()x + y (1) ¥, (1.53)
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0

>X>o v

Figura 1.15: El origen del sistema de referencia escogido coincide con el punto de
lanzamiento.
con:
x(t) = v cos(v)t (1.54)
y(t) = vsin(@)t— 1gt%. (1.55)

Para determinar el tiempo que demora la piedra en caer al lago, utilizamos el hecho
de que éste sera el doble del tiempo que demora en alcanzar su maxima altura:

y

Sea t* el tiempo de maxima altura. Este puede ser obtenido considerando la compo-
nente vertical de la velocidad:
dy(t .

vy = % = Vpy — gt = vsin(v¥) — gt. (1.56)
Parat = 0, v,(0) = vsin(J). Luego, la velocidad vertical comienza a disminuir en el
tiempo por efecto de la gravedad hasta que llega un instante en que se anula. En ese
instante la piedra deja de subir, y por lo tanto se trata justamente del instante en que
alcanza la maxima altura. Asi:

Vy(tmax) = VSin(ﬁ) — Olmax = 0 (1 -57)
vsin(v
trax = 2220 (1.58)

Finalmente, el tiempo de vuelo es:

2v sin(1) (1.59)

tvue/o = 2tmax =

Ademas, la maxima altura que alcanza la piedra es:
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V2 .2
hmax = y(tmax) = @ Sln (19)

El tiempo de vuelo puede ser expresado en términos de esta altura maxima:

8N max
g

(1.60)

tvue/o = 2tmax =

| : ENTENDISTEST? 1.4

Con el propdsito de calibrar un cafén de corto alcance ubicado en una fragata, se
realizan tres disparos registradndose las trayectorias A, B y C mostradas en la figura.
¢ En cual de estos disparos el proyectil tarda menos tiempo en impactar la superficie
del mar?

| Movimiento Circular 1.2.9

Existen muchas situaciones para las cuales es importante estudiar el movimiento de
un cuerpo en una trayectoria circular. Por ejemplo, la trayectoria de la Tierra en torno
al Sol es aproximadamente circular, como lo es también la de un auto que gira por una
rotonda. Aunque en este caso el movimiento se lleva a cabo en un plano, es decir, en
dos dimensiones, nos podemos dar cuenta de que una vez conocido el radio (R) de
la trayectoria, necesitamos saber sélo el angulo 6(t) que forma el vector posicion con
el eje horizontal para determinar su posicion en cualquier instante de tiempo, como se
muestra en la Fig.[1.16

Vemos que el vector posicién vendra dado por:
r = R(cosd(t)x + sind(t)y) = RF(t), (1.61)
donde hemos definido el vector unitario 7(t) = cos#(t)x + sin6(t)y, llamado vector ra-

dial, que apunta en todo instante de tiempo en la direccion de la posicidn. El lector
puede verificar que efectivamente el modulo de este vector es igual a uno, ||7|| = 1.
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Figura 1.16: Un objeto en movimiento circular describe una circunferencia en el plano.
La posicion en todo instante puede ser escrita en términos del vector radial 7(t), como

F(t) = RF(1).
A partir de la posicién podemos calcular la velocidad instantanea usando los métodos
que aprendimos anteriormente:

F(t+ At) — F(t)

vty = Jim, At (1.62)
= AIltm0 A {[cos(O(t + At)) — cos(O(t))] X + [sin(O(t + At)) — sin(O(1))] ¥} -

Ahora, de manera similar a lo que vimos para cinematica en una dimension en la
seccion [1.10] la posicién angular §(f) cambia en el tiempo a una determinada razén
w(f) que llamamos ’velocidad angular’. Dada nuestra definicién del angulo 6, w sera
positivo si el objeto gira en el sentido contrario a los punteros del reloj y viceversa.
Cuando el intervalo de tiempo At es muy pequefio, podemos entonces suponer que:

O(t + At) = 0(1) + w(t)At. (1.63)

Volviendo ahora a la ecuacion (1.63)), y usando identidades trigpnométricas encontra-
mos el término correspondiente a la componente X:

cos(f(t) + w(t)At) — cos(6(t)) = cos(f(t)) cos(w(t)At) — sin(6(t)) sin(w(f)At) — cos((t))
~ cos(6(t)) — sin(6(t))w(t)At — cos(6(t))
= —w(t)Atsin(6(1))

y de manera similar para el término que corresponde a la componente y de la veloci-
dad,

sin(f(t) + w(t)At) —sin(6(t)) = sin(6(t)) cos(w(t)At) + cos(d(t)) sin(w(t)At) — sin(4(t))
~ sin(6(t)) + w(t)Atcos(d(t)) — sin(d(t))
w(t)Atcos(6(t)).
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Podemos ahora reemplazar estos resultados en (1.63) para obtener finalmente,
V = Rw(t)(— sin(8(t))X + cos(6(t))§) = Rw(t)6(t). (1.64)

La velocidad tiene entonces una direccion tangente a la trayectoria y una magnitud
V| = R|w(t)]. En la dltima igualdad definimos el vector unitario § = —sin(4(f))X +
cos(f(t))y, que apunta siempre en la direccion de la tangente a la circunferencia en
la posicion 6. Es decir, § es perpendicular al vector 7 en todo instante.

Es importante notar que el resultado se puede obtener de manera mas directa
usando argumentos simples. En la Fig. podemos observar que el vector despla-
zamiento en el pequefio intervalo de tiempo At, dado por VAt, apuntara siempre en
la direccion tangencial. Podemos concluir entonces, que el vector velocidad apuntara
siempre en esa direccioén.

r(t+At)

A/
r(t)

Figura 1.17: El vector velocidad instantanea es siempre tangente a la curva.

Por otra parte, la longitud del arco recorrido en At esta dado por:
As = RAG = RuAt, (1.65)

y el médulo de la velocidad es entonces |V| = As/At = Rw.

Consideremos ahora el caso en que la aceleracién angular, es decir, la tasa de aumen-
to de la velocidad angular, es constante («). De manera parecida a como derivamos
la expresidn para la velocidad a partir de la posicion, se puede también encontrar la
aceleracién a partir de la velocidad en (1.64).

V(t+ At) — V(1)

a0 = Jm, = (166)
= R(ad(t) — w?p(t)) (1.67)

Concluimos entonces que en el movimiento circular uniformemente acelerado existen
dos componentes de la aceleracion: una tangencial y otra radial. La componente tan-
gencial depende de la aceleracion angular y la radial apunta hacia el interior del circulo
y es la encargada de cambiar continuamente la direccidén de la velocidad para obtener
un movimiento circular. (Si la velocidad no cambiara su direccién, entonces el objeto
se estaria moviendo en linea recta.)
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Ejemplo 1.5

Considere que la Tierra gira en torno al Sol en una 6rbita circular uniforme de radio
R = 149597871 km. Calcule el médulo de la velocidad y de la aceleracién con que gira
la tierra. ¢, Como se compara esta aceleracion con g = 9,8 m s2, la aceleracién con la
cual caen los objetos cerca de la superficie terrestre?.

Solucion
En un movimiento circular uniforme, a = 0 y entonces el médulo de la velocidad es
simplemente:

v=wR

con R el radio de la 6rbita, y w la velocidad angular. Sabemos que la Tierra da una
vuelta (recorre un angulo de 27) en un 365 dias, es decir:

o

- = —4
W= 65,04 7,17 x 107" rad/hora

Luego:

v =wR = 107262 km/hora = 29,8 km/s
El médulo de la aceleracion es:
a=v?/R=0,00593 m/s?

Es decir, unas 1661 veces mas pequefia que g.

Problemas resueltos 1.3

Problema 1.1

Un robot se encuentra caminando sobre un puente de la via férrea que une los puntos
Ay B. Repentinamente, cuando se encuentra a 3/8 del tramo AB de A, escucha el
silbido del tren que se acerca a velocidad constante vy, tal como se muestra en la
figura. Lamentablemente, el robot se puede desplazar por los rieles con una rapidez
maxima v,, lo que ocasiona bajo estas circunstancias, que si el robot corre hacia A, el
tren lo alcanza en A, y si corre hacia B, el tren lo alcanza en B. Determine la rapidez
maxima v, del robot en funcién de la rapidez del tren.

Solucion
La posicién del tren en funcién del tiempo esta dada por:

xr(t) = —d + vrt,
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donde d es la distancia (a priori desconocida) entre el tren y el punto A en el instante
inicial.

Supongamos que el robot decide correr hacia la izquierda, de esta forma tenemos
que
3L
Xg(t) = 3
pero sabemos que en este caso, el robot es alcanzado por el tren en A (x = 0), esto
significa que

- Vrt,

3L
O=—-d+vityj = — — V,ly,
8
donde t; corresponde al tiempo en el cual ambos se encuentran. De esto se desprende

que
d

t1 =
VT

asi entonces encontramos la primera relacion:

3LVT
V, = 8g "
Ahora bien, si el robot decide correr hacia la derecha se tiene que
L
X,q(t) = % + Vi,

pero en este caso, el robot y el tren se encuentran en B en un tiempo &, tal que

L
L=—-d+ vrb = %+ Vi bo.

Asi obtenemos

L+d
= t25
VT
Yy entonces
3L L+d
L=—+v,

8 VT'
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De la primera relacion encontrada tenemos
8adv,

3VT

)

luego remplazando este valor en la ecuacién anterior se obtiene

8dv, _38dv, Gy +d
3vr - 8 3vr d vr

5vr =8v, + 3vy.

Finalmente, podemos expresar la rapidez a la que se mueve el robot en términos de
la rapidez del tren

VT
2vr =8v, —» Vv, = T

Problema 1.2

Un auto que viaja en linea recta parte desde el reposo acelerando a razén constante
de 10 m/s? durante 10 segundos y luego desacelera a razén de 2 m/s2. Calcule el in-
tervalo de tiempo que demora el auto en detenerse desde que comienza a desacelerar.

Solucion
La posicién en funcién del tiempo en un movimiento con aceleracion constante esta
dada por la funcién:
t2
X(t) =Xo+ Wl + aE
Luego la velocidad en funcién del tiempo esta dada por

v(t)=¥=vo+at=at.

Durante los primeros 10 s, la aceleracion esta dada por a; = 10 m/s2. Por lo tanto al
cabo de 10 s la velocidad tendra un valor de

v(10 s) = (10 s)(10 m/s?) = 100m/s.

Ahora podemos fijar un nuevo origen para el tiempo, en el instante en que comienza a
desacelerar, en este caso a, = —2 m/s2. De esta forma se obtiene que la velocidad en
funcion del tiempo esta dada por

V(t) = Vo + at = 100 m/s — (2 m/s?)t.

Sea t' el instante en el cual el auto se detiene. Esto quiere decir que v(t') = 0 m/s
v(t)=100m/s —(2m/s)t =0 — ' =50s

Por lo tanto el auto demora 50 s en frenar.
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| Problema 1.3

Suponga que un alumno desea arrojar una manzana al profesor Kings, quien constan-
temente se ve obligado a reemplazar la ventana de su oficina, la que se encuentra en
un edificio a una altura H. Si el alumno esta a una distancia d del edificio. ;Con qué
velocidad (magnitud y direccion) debe lanzar la manzana de forma que ésta ingrese
de forma horizontal por la ventana del profesor Kings? Desprecie la altura del alumno
en comparacion con la del edificio.

KNGSt

+ 44

| (N (O N ) (O Y () |

o<

Solucién

Fijaremos el origen en el punto de lanzamiento y designaremos como v la magnitud
de la velocidad de lanzamiento y # el angulo que forma ésta con la horizontal. Definido
esto, la posicidén de la manzana esta descrita por el siguiente vector

F(t) = vcos(v)t X + <vsin(19)t — %gt2> 7, (1.68)

y la velocidad se escribe asi

V(t) = vcos(v)x + (vsin(d) — gt) §. (1.69)
Definiendo como t* el instante en el cual la manzana impacta la ventana, tenemos que
y(t*) = vsin()t* — %gt*z =H
x(t*) = veos(W)t* = d

Ademads, la velocidad vertical en dicho instante debe ser nula para que la manzana
incida sobre la ventana de forma horizontal, esto quiere decir que la manzana alcanza
su altura maxima justo al impactar la ventana, por lo tanto

vsin(y) —gt* =0 (1.70)
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<>

=>

De aqui encontramos el tiempo de impacto,

sin(d)

1.71
g (1.71)

f=v

Remplazando tx en la ecuacion para y(t*) y x(t*), se obtiene:

v sin®(¥) = H (1.72)
29 - '

V2
E sin(¥) cos(v) = d (1.73)

Dividiendo ambas ecuaciones encontramos una condicion para el angulo de lanza-

miento
H  tan(v)

d 2

con lo que se obtiene que

2H
¥ = arctan (7)

Para determinar la velocidad de disparo elevamos al cuadrado la expresion [1.73], ob-
teniendo
d?g? = v* cos?(¥9) sin(¥),

y utilizando la ecuacion se obtiene

d?g? = v* (1 — sin2(19)> sin®(¥) = v* (1 — @) 2Hg

v ) v
d?g? = (v* — 2Hg) 2Hg

Finalmente, la magnitud de la velocidad de lanzamiento debe ser
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Note que esta expresion tiene las dimensiones adecuadas de velocidad.

Aplicacion numérica: supongamos que la oficina del profesor se encuentra a una
altura H = 7 m y que el lanzamiento se desea efectuar a una distancia de d = 10 m.
La velocidad de lanzamiento debe ser entonces de v ~ 14,4 m/s, formando un angulo
Y ~ 54, 5° respecto a la horizontal.

| Problema 1.4

Un guardaparques quiere lanzar un dardo tranquilizante con rapidez inicial v, a un
mono feroz que esta en la copa de un arbol, a distancia horizontal d y altura h = d.
Suponiendo que el mono se deja caer en el mismo instante del disparo, y recordando
que la gravedad también actla sobre el dardo, ;En qué angulo con respecto a la hori-
zontal debe ser lanzado el dardo?;, Todos los valores de v, garantizan un impacto?

Solucion
La figura [1.18]ilustra la situacién en el instante inicial. Asi, la ecuacién de movimiento
para el dardo es

XB(t) = Voxt
1
ys(t) = Voyf — EQtQ,

y para el mono

Xm(t) = d
1 2
ym(t) = d — 5gt°.
Y
v d
guarda H\
bosques X

Figura 1.18: Diagrama del instante en el cual el guardaparques dispara el dardo tran-
quilizante.

El dardo impactara al mono solo si se cumple que

xg(t') = xm(t') € yp(t') = ym(t'),
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para algun t'. Por lo tanto, se tiene que

vo)(t’=d—>z"=i
Vox

1 1
r_ N2 — - N2
Vot — 59(t)* = d — 5g(t)
Al evaluar t' = % en la segunda ecuacién, se obtiene

ﬂ=1 R vosim9=
Vox Vo COS

Por lo tanto el angulo de lanzamiento debe ser tal que

s
=1 = —.
tand — 9 7

Note que si el cazador esta suficientemente lejos del mono, éste podria llegar al piso
antes de que el dardo lo alcance. Por lo tanto, para que esto no ocurra, se debe cumplir
que cuando xg = d, yg > 0, es decir

d2

1 1
A - /2= P
ynll)=d =507 =0 = 50z ooy ~

Recordando que ¥ = 3, obtenemos que

v > gd.

Problema 1.5

Dos proyectiles son lanzados simultdneamente desde el mismo punto con igual rapi-
dez y con angulos respecto a la horizontal « y 3, donde (o > (). Si ambos llegan a
un mismo punto, ubicado a igual altura que el punto del lanzamiento, pero llegan en
instantes diferentes.

(a) Exprese el angulo 5 en funcién de a.

(b) Encuentre la razdn entre los tiempos de llegada. Exprese su resultado en términos
de a.

Solucion
Consideremos un angulo general ¥ de lanzamiento. Fijando el origen en el lugar del
lanzamiento, tenemos que

y(t) = vpsindt — %gz‘2
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Xx(t) = vopcos v
El tiempo que un proyectil demora en alcanzar la altura maxima es tal que

y(tmax) =0

Vo Sind
— tmax = .

Luego, el tiempo de vuelo total es

Vo Sindd
tvuelo =2 .

Con esto, la distancia en el eje x a la cual cae el proyectil estd dada por
2vpsiny _ v§ sin(20)

R = X(tvuelo) =W cos v g

Como ambos proyectiles caen en la misma posicion, se tiene que
v§sin(2a)  v§sin(23)
g g

por lo tanto
sin(2a) = sin(25).

De este resultado se deduce que

/3=§—0z.

b) Como t,uei0 €S 2vp Sind/g, la razén entre ambos tiempos de llegada es

2vy Sin a .
t. 9 sina

ts W ~sing’

finalmente ) )
L, sin o Sin«

t; sin(z—a) cosa
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Problema 1.6

Una particula se mueve en el plano x-y con una velocidad que depende de su posicidén
mediante la funcién v = aX + bxy, donde ay b son constantes. Si en el instante inicial
la particula se encuentra en el origen, encuentre la ecuacion de la trayectoria y(x).

Solucion
Sea

r(t) = x(H)k + y (D)7,
el vector posicidén de la particula. Luego, la velocidad esta dada por

v(t) = x(t)k + y(t)y

Del enunciado sabemos que

Por lo tanto, se debe cumplir que

La primera ecuacion indica que a lo largo del eje x el movimiento es uniforme, es decir
x(t) = x(0) + at = at,

ya que en t = 0 la particula se encuentra en el origen (x, = 0). Sustituyendo este
resultado en la ecuacion para y(t), se obtiene que

j(t) = bat.

De este ultimo resultado se puede observar que el movimiento en el eje y es unifor-
memente acelerado, por lo tanto

ﬂﬂ:ﬂm+ﬂm+%mﬁ=%mﬁ

Donde hemos considerado las condiciones iniciales y, = 0 e y(0) = 0. En resumen, las
coordenadas x e y de la particula como funcion del tiempo estdn dadas por

x(t) = at
yiy = D¢

Podemos escribir t = x/ay remplazarlo en la ecuacién para y(t), con lo que se deduce
que la ecuacion de trayectoria es
bx?

Y(X)—Z—a

Es decir, la trayectoria de la particula es una parabola en el plano x-y.



Dinamica

El capitulo anterior fue dedicado a introducir una serie de conceptos con el proposi-
to de estudiar la descripcion matematica de la trayectoria de un cuerpo. Note que en
ningun momento nos referimos a las causas de este movimiento, si no que sélo lo des-
cribimos mediante elementos matematicos, como vectores, funciones y sus derivadas.
En este capitulo, estudiaremos el movimiento de los cuerpos como resultado de las
fuerzas que actuan sobre él. Como veremos a continuacion, tanto la definicion riguro-
sa del concepto de fuerza, como su relacién con el movimiento, fueron establecidas
hace mas de tres siglos.

Leyes de Newton 2.1

Las tres leyes de movimiento fueron compiladas y publicadas por primera vez en 1687
por el fisico inglés Sir Isaac Newton en su célebre trabajo “Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica” (Iatin para “Principios Matematicos de la Filosofia Natural”) y
constituyen las ideas fundamentales de la Mecanica Clasica. Si bien pueden ser enun-
ciadas en pocas palabras, sus consecuencias y rango de aplicacion son enormes y
son fundamentales tanto para entender fenédmenos de nuestra vida diaria, como pa-
ra resolver complejos problemas de ingenieria. De hecho, podriamos decir que los
capitulos siguientes no son mas que una exploracion sistematica de diversas conse-
cuencias de las tres Leyes de Newton que se enuncian y explican a continuacion.

39



Primera Ley: En un sistema de referencia inercial, cada cuerpo material persiste
en su estado de reposo o movimiento uniforme en linea recta, a menos que una
fuerza actue sobre él y lo obligue a cambiar su estado de movimiento.

Esta se conoce como la ley de inercia, y en realidad no es otra cosa que la defi-
nicion de un marco de referencia inercial como uno en cual una particula que no
es sometida a una fuerza no acelera. Por ejemplo, para establecer si el “laboratorio”
en el que estamos realizando nuestros experimentos esta en un marco de referencia
inercial podemos hacer lo siguiente: Tomar un cuerpo y asegurarnos que sobre €l no
exista ninguna accion externa. Luego, si al medir su velocidad determinamos que ésta
es constante, entonces el marco de referencia de nuestro laboratorio es inercial, de
lo contrario no lo es y debemos tener cuidado en la interpretacién de los resultados
de nuestros experimentos porque en este marco de referencia no inercial las leyes de
movimiento no necesariamente se cumpliran.

Segunda Ley: En un sistema inercial, el cambio de la cantidad mv de una particula
es igual a la fuerza neta que actua sobre ella

La segunda ley de Newton se puede escribir en términos matematicos de la siguiente
manera:

(2.1)

Se puede demostrar que la segunda ley de Newton permite determinar (en principio)
la trayectoria completa de un cuerpo si se conoce su masa, la fuerza que actua sobre
éste en todo tiempo t y su posicién y velocidad en algin momento .

Tercera Ley: Si un cuerpo A ejerce una fuerza sobre otro cuerpo B, entonces éste
ultimo ejercera sobre A una fuerza de igual magnitud y en la direccion opuesta.

Esta ley, conocida también como el principio de accion y reaccion, sefiala que una
fuerza nunca aparecera sola, sino que siempre vendra acompanada de otra fuerza
igual y contraria. Sus consecuencias seran estudiadas en los capitulos siguientes, en
particular cuando estudiemos colisiones entre dos 0 mas objetos.

Se puede definir fuerza como una accién sobre un cuerpo que es capaz de modificar
su estado de movimiento, cuando éste es observado desde un sistema inercial. Por
supuesto, esta definicidn esta intimamente relacionada con la segunda ley de Newton,
la cual nos dice que al aplicar una fuerza a un cuerpo de masa m éste experimenta un
cambio en su velocidad dado por la ecuacion Las fuerzas son entonces cantida-
des vectoriales, cuya magnitud se mide en el sistema internacional usando la unidad



llamada “Newton”, definida como N = kg m/s2.

A continuacién, definiremos en detalle algunos tipos de fuerzas que resultan de gran
utilidad para analizar diversos problemas de mecanica. Estas fuerzas son: de grave-
dad, elastica, tension, fuerzas de contacto y de roce. Cabe sefalar que de estas sélo
la de gravedad es considerada como una de las fuerzas fundamentales de la Natura-
leza. Las otras cuatro son manifestaciones indirectas de la fuerza electromagnética,
también considerada como fundamental’.

| Fuerza de Gravedad: Ley de gravitacion universal de Newton 2.2.1

Esta importante ley, que también fue publicada por primera vez en el “Principia” de
Newton, establece que entre dos cuerpos puntuales con masa existe una fuerza atrac-
tiva a lo largo de la linea que los une, cuyo modulo es proporcional al producto de las
masas de los cuerpos, e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia D entre
ellos:

Gm1 mo

F e

donde m; y m, son las masas de los cuerpos y la constante G ~ 6,673x10~''"N m? /kg?
es llamada la constante de gravitacion universal®. Esta ley permite predecir tanto la
forma de las orbitas de planetas y satélites, como explicar la aceleracion vertical que
observamos todos los dias cerca de la superficie de la Tierra.

En este libro nos concentraremos principalmente en los fenémenos que ocurren cerca
de la superficie terrestre. Debido a que el radio de nuestro planeta es de unos 6.371
kilbmetros, en la mayoria de los casos consideraremos que la distancia entre algun
cuerpo cerca de su superficie y el centro de la Tierra es constante e igual al radio de
esta ultima (R7). Por lo tanto, en estos casos es una buena aproximacion considerar
qgue un cuerpo de masa m es atraido hacia el centro de la Tierra por una fuerza de
magnitud.

GMr
= M—pa— =Mg,

F =

donde M7 es la masa de la Tierra, y g = 9,81m/s? es la aceleracion de un cuerpo que
cae libremente®.

'Las otras dos fuerzas conocidas consideradas como fundamentales son la nuclear fuerte y la nu-
clear débil.

2Newton demostré matematicamente que esta ley también es valida para cuerpos esféricos, donde
D es la distancia entre sus centros.

3Debido a que la Tierra no es perfectamente esférica existen variaciones del orden del 1 % respecto
a este valor de g.
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En general, todo cuerpo que esta sometido a la accion de una fuerza experimenta una
deformacion. Esta puede ser despreciable o no, dependiendo del material del que esta
hecho el cuerpo y de la magnitud de la fuerza aplicada. Un resorte es un ejemplo de
un objeto que se deforma (se estira o se contrae) cuando se aplica una fuerza sobre él.

Consideremos una barra que posee un largo natural L (ante la ausencia de fuerza
aplicada) y de seccion transversal A. Imaginemos ahora que la barra estd sometida a
la accion de un par de fuerzas aplicadas en sus extremos de igual magnitud pero en
sentido opuesto (esto es necesario para que la barra esté en equilibrio), tal como se
muestra en la figura [2.1] Bajo la accién permanente de estas fuerzas, el largo de la
barra cambiard en una cantidad AL. Queremos encontrar una relacion entre ALy la
fuerza F aplicada.

Si fijamos nuestra atencion en un trozo de la barra de longitud x, de manera tal que
en un extremo de este trozo esta actuando la fuerza F, que el agente externo ejerce,
y en el otro extremo esté actuando la fuerza interna F;,; que el trozo de barra restante
ejerce sobre éste.

A\ L+ AL
I
Fint F

Figura 2.1: Barra sometida a esfuerzo axial.

Claramente F;; = F, dado que la barra esta en reposo. El origen de esta fuerza interna
es electromagnético, de hecho es producto de la interaccidn entre los atomos que la
componen. Los atomos que estan en la cara del trozo de barra de la derecha, ejercen
una fuerza sobre los que estan en la cara del trozo de la izquierda, y viceversa.

Ley de Hooke

Cuando las deformaciones son relativamente pequefas, los enlaces entre atomos no
sufren mayor variacion y por tanto el estiramiento de la barra es proporcional a la



fuerza aplicada. Este régimen es descrito mediante la Ley de Hooke, la cual indica
que la relacién entre la fuerza aplicada F y el estiramiento AL es lineal, esto es:

F=kAL

La constante de proporcionalidad k depende del material del que esta hecha la barra
y de sus dimensiones. Es comun escribir esta relacion en términos del esfuerzo o y la
deformacion e que se definen como o = % (fuerza por unidad de area) y € = ATL (cambio
relativo en el largo). En términos de estas cantidades la Ley de Hooke queda escrita
asi:

o= Ye

donde la constante de proporcionalidad Y = kL/A es conocida con el nombre de
Modulo de Young, el cual es una propiedad del material que conforma el objeto y por
ende no depende de su geometria.

Es claro que existira un valor de la fuerza aplicada para el cual la barra se rompera o
quedara deformada de forma permanente. De hecho, la ley de Hooke es valida sélo
hasta un cierto valor de esfuerzo y deformacién. La figura muestra el comporta-
miento tipico de una barra de acero que es sometida a un ensayo de traccion, como

el de la figura[2.1]

O

Punto de Punto de
fluencia ruptura

I
Zona elasticae——» Zona plastica

Figura 2.2: Representacion de una curva de esfuerzo versus deformacion caracteris-
tica, obtenida en un ensayo de traccién de una barra de acero.

La region en la cual es valida la ley de Hooke es justamente la curva roja (zona lineal),
esta region es también llamada zona eléstica. La zona elastica es aquella en que una
vez que se deja de aplicar un esfuerzo, la barra regresa a su estado original. La zona
plastica es aquella en que el esfuerzo al que la barra es sometida es tal que ésta
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queda con una deformacion permanente. El punto de fluencia es el punto en el cual
ocurre la transicién desde la zona elastica a la zona plastica, y el punto de ruptura es
el punto en el cual la barra se rompe.

El resorte es un ejemplo de aparato que obedece la ley de Hooke. Este se fabrica
con caracteristicas adecuadas para una aplicacion particular. Por ejemplo, se utilizan
grandes resortes rigidos (k muy grande) en la suspensién de un automévil, o pequenos
y flexibles (k relativamente pequefo) en un lapiz de punta retractil. Por supuesto que
en el caso de los resortes, la constante elastica k no depende sélo del material del
cual éste esta hecho, sino que también depende de su geometria, esto es, del numero
de vueltas, del diametro del alambre, del radio de curvatura, etc.

Para ejemplificar como se aplica la ley de Hooke en el caso de un sistema con resortes,
consideremos un problema en el cual se desea determinar el estiramiento total cuando
se aplica una fuerza de moédulo F a dos resortes iguales conectados en serie como se
muestra en la figura siguiente. Considere que la constante elastica de los resortes es
k y el largo sin deformar es L.

k k
WYY JURAAMAA— F

Figura 2.3: Dos resortes conectados en serie.

Para analizar este tipo de problemas en los que interactian diferentes cuerpos y fuer-
zas, es muy Uutil realizar un diagrama comunmente llamado "diagrama de cuerpo
libre" (DCL). Este diagrama consiste en representar por separado todos los cuerpos
involucrados en el problema, y en cada uno de ellos indicar las fuerzas a las que estan
sometidos. Realizar este tipo de diagramas facilita enormemente el andlisis y resolu-
cién de un problema.

Para resolver este problema tenemos que realizar dos diagramas de cuerpo libre, uno
para cada resorte. Sobre el resorte de la derecha actia la fuerza externa F en uno
de sus extremos y en el otro actla la fuerza Fjp, que es la fuerza que el resorte de la
izquierda ejerce sobre el de la derecha. Sobre el resorte de la izquierda actla la fuerza



que ejerce la pared Fp, y la fuerza Fp,;, que es la fuerza que el resorte de la derecha
ejerce sobre el resorte de la izquierda.

k k
Fy e—{UUUAMAA—F,,, Fie—UMAAAAA—> F
+ I + b

Figura 2.4: Diagramas de cuerpo libre para dos resortes conectados en serie.

La tercera ley de Newton, el principio de accion y reaccién, establece que Fp debe
ser igual a Fp,. Luego, aplicando la segunda ley de newton al resorte de la derecha
y considerando que éste esta en reposo (a = 0), se obtiene que F)p = F. Realizando
el mismo andlisis en el resorte de la izquierda, se obtiene que Fp = Fp; = F. De este
resultado se desprende que ambos resortes experimentan la misma deformacion, la
que podemos calcular mediante la ley Hooke. Por lo tanto el estiramiento del sistema
es
F

ALtotal = 2AL = 2?
Note que éste sistema de dos resortes de constante k en serie es equivalente a un
resorte de constante k/2.

| Tension

La tension en una cuerda es similar a la fuerza interna en el caso de la barra elastica
o de un resorte que se discutié anteriormente (figura [2.1). El valor de la tensién co-
rresponde al médulo de la fuerza interna originada por la interaccién electromagnética
entre los atomos que la componen. Consideremos el caso simple de un bloque que
esta colgando desde el techo de un galpdén mediante una cuerda. Para este caso, el
diagrama de cuerpo libre para el bloque queda como se muestra en la figura[2.5 Cla-
ramente la aceleracion del bloque es nula, por ello al aplicar la segunda ley de Newton
se obtiene que la tension de la cuerda debe contrarrestar al peso del bloque. Esto es,
T = mg. Claramente éste es el valor de la tensidn en la cuerda justo en la zona cerca
del contacto con el bloque, ya que si la cuerda tiene masa, la tensién a lo largo de ésta
varia.

Para estudiar como varia la tensién de la cuerda cuando ésta tiene una masa My
una longitud L, utilizaremos la figura 2.6. En esta figura hemos incluido el diagrama de
cuerpo libre de un trozo de cuerda de largo (L — x), en el que uno de sus extremos esta
en contacto con el bloque y el otro extremo esta a una distancia x del techo del galpén.
Sobre este trozo de cuerda el bloque ejerce una fuerza de médulo mg, y el trozo de
cuerda restante ejerce una fuerza T(x), que es justamente el valor de la tension de la
cuerda en ese punto. El peso del trozo de cuerda es llamado W, _,.

Para que este trozo de cuerda esté en equilibrio, esto es, que tenga aceleracion nula,
se debe cumplir que
T(x) =mg + W_x,




Q!
Il
ol

T
|
m
l
mg

Figura 2.5: Diagrama de cuerpo libre para un blogue de masa m colgando desde el
techo de un galpén mediante una cuerda.

T(x)
L _L)_C [

L-x

mg

Figura 2.6: Bloque de masa m colgando desde el techo de un galpén mediante una
cuerda de masa My largo L, y diagrama de cuerpo libre de un trozo de la cuerda.

donde W,_, = Y= "valor que se obtiene por la aplicacion de una simple regla de
tres (se supone que la masa M de la cuerda esta uniformemente distribuida a lo largo

de ésta). Luego, la tensidn en la cuerda en funcién de la variable x, es

Mg(L — x)
—

T(x) = mg +

Note que cuando x = L la tensién es mg, que es el mismo resultado obtenido
anteriormente. Cuando x = 0, la tension en la cuerda es (M + m)g, que es justamente
el valor de la fuerza necesaria para sostener al bloque y cuerdas juntos. En el caso de
una cuerda ideal consideramos que su masa es despreciable respecto a la masa del
bloque (M << m), por lo tanto la tensidn es igual al valor mg en toda la cuerda. Esto
se observa claramente al hacer tender a cero el valor M en la ecuacién anterior.

Fuerzas de contacto entre dos cuerpos 223

Cuando dos cuerpos estan en contacto éstos pueden estar ejerciendo una fuerza el
uno contra el otro (los atomos de un cuerpo interactuan con los atomos del otro).
La tercera ley de Newton nos dice que si un cuerpo ejerce una fuerza F sobre otro
cuerpo, este Ultimo ejercera una fuerza -F sobre el primero. Consideremos el caso de



un bloque de masa M que reposa sobre un plano inclinado tal como se muestra en la

figura[2.7]

Figura 2.7: Un blogue de masa M en reposo sobre un plano inclinado.

Dado que el bloque esta en reposo, la fuerza que el plano ejerce sobre el bloque (F;M)
debe ser de igual modulo, pero de sentido opuesto, que la fuerza peso del bloque (mg).
Es decir, Fpy = —Mg. Esto se representa en la figura . Por supuesto, la fuerza que
ejerce el bloque sobre el plano (Fye) debe ser igual a —Fpy, por lo tanto Fyp = M.
Esto ultimo nos parece evidente, ya que finalmente es el plano el que soporta el peso
del bloque.

FPM

‘ Fyp
M

|

Mg a

Figura 2.8: Diagrama de cuerpo libre del bloque ( a la izquierda) y del plano inclinado
(a la derecha).

Ahora fijlemos nuestra atencién en la fuerza F,:M. Usualmente esta fuerza se descom-
pone en dos fuerzas, que comunmente llamamos Fuerza Normal y Fuerza de Roce.
La fuerza normal es la componente perpendicular a las superficies de contacto y evita
qgue los atomos de un cuerpo ingresen en el otro, formando un sélo objeto. Es de ca-
racter repulsivo (es ésta fuerza la que nos permite, por ejemplo, pararnos sobre una
superficie, pues de no existir la fuerza normal, nuestros atomos podrian atravesar el
piso 0 una pared). La fuerza de roce es la componente paralela a estas superficies,
y tiende a oponerse al deslizamiento relativo entre ambos objetos. Por supuesto, am-
bas componentes son producto de la interaccion electromagnética entre los atomos
de ambos cuerpos que estan en la zona de contacto.



Fuerza de roce

La fuerza de roce tiene la particularidad de que siempre se opone al desplazamiento
relativo entre las superficies. Esta fuerza es la responsable de evitar que el bloque
deslice por el plano inclinado en la figura[2.7]

Con el propdsito de estudiar el comportamiento de la fuerza de roce entre dos super-
ficies, consideremos el montaje experimental mostrado en la figura [2.9] Este consiste
de un bloque de masa M que descansa sobre una tabla, la cual a su vez esta ubicada
sobre una mesa de aire de tal modo que la fuerza de roce entre la mesa y la tabla
es despreciable (pues no hay contacto entre ambas superficies). Dado que estamos
interesados en medir la fuerza de roce entre el bloque y la tabla, esta ultima se conec-
ta a un dinamémetro*, el cual a su vez esta fijo a la mesa. El dinamémetro entonces
mide la fuerza de roce entre ambos cuerpos. Finalmente el bloque se conecta a un
peso que cuelga mediante una cuerda ideal, la cual a su vez pasa por una polea ideal.

Dinamoémetro

N [m]

OCO000000000D0000000000000000D0O0D0ODO0O0

Figura 2.9: Montaje experimental utilizado para medir la fuerza de roce.

El experimento se realiza aumentando paulatinamente el peso suspendido y regis-
trando la lectura del dinamometro. Intuitivamente, el peso W transmite una fuerza al
bloque M (a través de la tensién de la cuerda), y entonces el bloque M intentara desli-
zar respecto a la tabla. Sin embargo, la fuerza de roce entre el bloque y la tabla evita
en un principio este movimiento. En este régimen, la fuerza de roce es igual en mag-
nitud a la fuerza aplicada sobre el bloque M.

Para un cierto valor critico del peso suspendido, el bloque comienza a deslizar sobre
la tabla. En ese instante la lectura en el dinamémetro disminuye levemente. Luego, se
sigue aumentando el peso suspendido, 0 que ocasiona que la velocidad del bloque
sea cada vez mayor. Sin embargo, a pesar de que la velocidad del bloque aumenta,
la lectura en el dinamémetro presenta sélo leves variaciones aleatorias. Finalmente
cuando la velocidad del bloque es muy grande, la lectura en el dinamometro tiende a

4dinamémetro: instrumento utilizado para medir la magnitud de una fuerza



aumentar. El resultado de este experimento se representa graficamente en el gréfico

de la figura

Fuerza medida

Fuerza aplicada

Figura 2.10: Comportamiento de la fuerza de roce entre dos cuerpos.

El comportamiento de la fuerza de roce se clasifica en 2 regimenes distintos, que
llamamos estatico (cuando el bloque no se mueve) y cinético (cuando el bloque des-
liza). Note que la fuerza de roce estatica es variable y posee un valor maximo que
marca la transicién hacia un roce cinético. Por otro lado, la fuerza de roce cinética es
practicamente constante y de magnitud menor que la maxima fuerza de roce estatica.
Empiricamente se ha observado que para dos superficies en contacto, tanto la magni-
tud de la fuerza de roce cinética f, como el valor maximo de la fuerza estatica f,x, son
proporcionales a la magnitud de la fuerza normal entre ambas superficies, es decir

fo = uecN

frax = ,UeNa

donde ., e SON los coeficientes de roce, siempre inferiores a uno, y e < jie. La
fuerza de roce siempre actua en la direccidén paralela al movimiento relativo entre las
dos superficies, con sentido opuesto al del movimiento.

Ejemplo 2.1

Considere nuevamente el caso del bloque en reposo sobre el plano inclinado de la
figura siguiente

Sabemos que la fuerza de roce entre el plano y el bloque es la que evita que este ulti-
mo deslize hacia abajo bajo la accion de la gravedad. Sin embargo, hemos visto que la
fuerza de roce estatica posee un valor maximo, y que si la componente del peso en la
direccion paralela al plano inclinado es demasiado grande, el bloque inevitablemente
comenzara a deslizar. Supongamos que el coeficiente de roce estatico es ., ¢para
qgué valores del angulo « (entre 0 y 90 grados) el bloque permanecera en reposo?.
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Solucioén:
En la figura siguiente vemos el diagrama de fuerzas para el bloque.
Je
/”” \\\
@,
a. |.*
Tt T v.///
Mg

El equilibrio de fuerzas en el eje X (paralelo al plano inclinado) nos da

fe = Mgsina.

Mientras que en el eje Y (perpendicular a X)

N = Mg cos a.

La fuerza de roce estatica debe ser menor o igual a u.N (o de lo contrario el bloque

caera)

fe = Mg sina < ueMg cos «,

y luego

tan a < pe.

El bloque permanecera en reposo siempre y cuando 0 < a < tan™" ().




2.3. Algunas aplicaciones de las leyes de Newton
Algunas aplicaciones de las leyes de Newton 2.3

| La Maquina de Atwood. 2.3.1

La maquina de Atwood es un aparato conformado por dos bloques de masas M, y
M., los cuales estan conectados mediante una cuerda y una polea (disco en el cual
se hace pasar la cuerda) tal como se muestra en la siguiente figura. El propdsito de
este aparato es obtener un movimiento con aceleracion constante, cuyo valor puede
ser manipulado mediante la eleccion de diferentes valores de las masas M; y M. Para
visualizar mejor este hecho, resolveremos el problema y obtendremos una expresién
para la aceleracion en funcién de estas cantidades.

Figura 2.11: Maquina de Atwood.

Los DCLs para ambas masas se muestran en la figura [2.72] Note que hemos consi-
derado que si el bloque de masa M, sube con aceleracién a, entonces el bloque M,
debe bajar con la misma aceleracién. Esto es una consecuencia de que el largo de la
cuerda es constante, y lo abordaremos con mayor detalle en[2.3.2

1 L
a M, M, la
oo

Figura 2.12: DCLs de la maquina de Atwood

Aplicando la segunda ley de Newton para ambos bloques se tiene que

T—Mg=Ma



Mgg —T= Mga.

Con estas dos ecuaciones podemos obtener una expresidn para la tensioén y otra para
la aceleracion. Despejando T de la primera ecuacion y evaluando en la segunda, se
obtiene

M.g — (Mia+ Mig) = Moa

(M2 — M1)g = (Mg + M1)a.
Asi, se obtiene que la aceleracién esta dada por

_ (My — Mz)g
B M1 + M2 ’

Tal como mencionamos anteriormente, el médulo de la aceleraciéon de los cuerpos
puede ser manipulado mediante la eleccién de diferentes valores de sus masas. Si se
escoge bloques de masas iguales el sistema queda en reposo 0 se puede mover con
velocidad constante (a = 0). Si se escogen valores de masa levemente diferentes la
aceleracién es pequenfa, pero si se escogen valores de masa muy distintos entonces
la aceleracion es mayor. Note que nunca la aceleracion puede ser mayor que g.

¢(ENTENDISTEST? 2.1

Si una maquina de Atwood es ubicada en un ascensor que desciende con aceleracion
igual a g, ¢cudl sera el valor de la tension de la cuerda?

Movimientos ligados 2.3.2

La maquina de Atwood es un ejemplo de un movimiento ligado, ya que el movimiento
de la masa M, estéa ligado o vinculado al movimiento de la masa M, mediante una
cuerda que consideramos ideal. En este caso fue bastante intuitivo notar que cuando
la masa M, sube con aceleracion a, la masa M, debe descender con el mismo valor
de aceleracion. Sin embargo, nos veremos enfrentados a problemas de dos 0 mas
cuerpos vinculados donde la ecuacion de ligadura no sera tan sencilla de obtener.
Para estos casos es muy util emplear el método de andlisis que expondremos en el
siguiente ejemplo.

\ "



2.3. Algunas aplicaciones de las leyes de Newton

Considere el sistema mostrado en la figura, el que consiste de un bloque de masa m
ubicado sobre un plano inclinado sin roce y de angulo «, el que a su vez se encuentra
unido a otro bloque de masa M mediante el sistema de poleas (fijas) y una cuerda
(elementos considerados como ideales). Nos interesa conocer qué condicidén se debe
cumplir para que el bloque de masa m baje deslizando por el plano inclinado.

Primero definiremos las coordenadas x; y x> como se muestra en la figura siguiente.

| H |

e

X,

Luego el diagrama de cuerpo libre para cada bloque es

T [ T
. M
mg Mg

Para el bloque de masa M se tiene que

Mg — T = M,

y para el bloque de masa m se tiene que

mgsin(a) — T = mX;.

Ahora para resolver el problema sélo falta encontrar una relacién entre las acelera-
ciones de los bloques, esto es, la llamada ecuacion de ligadura. Para esto podemos
notar que el largo de la cuerda puede ser escrito de la siguiente manera

I_=H+X2+X1.

Dado que la cuerda es ideal (no tiene masa y es inextensible), podemos decir que su
largo L es constante. Por lo tanto si en un cierto intervalo, de tiempo At la coordenada
X; cambia en una cantidad Ax;, la coordenada x, cambiara en una cantidad Ax. tal
que Ax; = —Ax,. Luego dividiendo esta ultima relaciéon por At se tiene que

AX1 AXQ

At At



Luego podemos tomar el limite At — 0, con lo que se obtiene que

).(2 = _).(15

o también podemos decir que la rapidez del bloque de masa M es igual a |la del bloque
de masa m.

El resultado anterior puede ser obtenido directamente al derivar respecto al tiempo la
expresion para el largo de la cuerda. Dado que el largo de la cuerda es constante, su
derivada respecto al tiempo es cero y lo mismo pasa con la derivada de H

O=0+).(2+).(1
— ).(2=—).(1.

Luego, la relacién entre las aceleraciones se obtiene simplemente al derivar nueva-
mente con respecto al tiempo
Xo = —X.

Ahora podemos resolver el problema. Escribiendo todo en términos de X; obtenemos
T — Mg = Mx
mgsin(a) — T = mXk;.

De la primera ecuacién se obtiene,

T = Mg + MX1 .
Luego
mgsin(a) — Mg — M; = m¥;
_ mgsin(a) — Mg .
= M+m =%

Finalmente, para que m baje por el plano inclinado se debe cumplir que %; > 0, esto
es
mgsin(a) — Mg > 0

msin(a) > M.

Dinamica del Movimiento Circular 2.4

En la seccion[1.2.9estudiamos la cinematica de un cuerpo que se mueve a lo largo de
una trayectoria circular. Concluimos que una particula restringida a moverse en una
trayectoria circular y cuya aceleracion angular es constante tiene una aceleracion dada
por:

act) = R(af — w?F). (2.2)



2.4. Dinamica del Movimiento Circular

El médulo de este vector aceleracion es ||&(t)|| = RV a? +w*. Consideremos primero
el caso en que no existe aceleracién angular (o« = 0). Entonces, no habra aceleracion
en la direccién tangencial mientras que la aceleracion radial apuntara hacia el interior
del circulo y tendra una magnitud |&(t)| = Rw?. A esta Ultima la llamamos aceleracion
centripeta.

w

R

Figura 2.13: Cuerpo de masa m que rota con velocidad angular constante mediante
la accion de una cuerda.

Un ejemplo en el que solo existe aceleracion centripeta es el caso de una masa m que
gira con velocidad angular constante w atada a una cuerda como se muestra en la Fig.
(2.13) (imagine un lanzador de bala). Como la Unica fuerza que actua sobre la masa
es la tension de la cuerda, de acuerdo con la segunda ley de Newton concluimos que:

T = md=—mRw?t = g (2.3)

En la ultima igualdad hicimos uso de la relacién v = Rw.

I ¢(ENTENDISTEST? 2.2

¢ Cudl de las flechas del diagrama representa mejor la direccion de la aceleracién
cuando el bloque pasa por la posicion 17




Ejemplo 2.2

Una pequeiia moneda de masa m se ubica sobre la superficie horizontal de un dis-
co giratorio, a una distancia r del centro de éste, tal como se muestra en la figura
(2.14). Si el disco comienza a girar desde el reposo con una aceleraciéon constante
a, encuentre una expresién para el coeficiente de roce estatico entre la moneda y la
superficie del disco, de manera tal que la moneda resbale justo cuando el disco ha
dado exactamente N vueltas.

Figura 2.14: Moneda de masa m ubicada sobre un disco giratorio.

Solucion

Lo primero que debemos determinar es la velocidad angular que tiene la moneda al
momento de resbalar. Recordemos primero que para un movimiento uniformemente
acelerado tenemos,

o(t) =60+w0t+%t2. (2.4)

Ahora, como fy = 0y wp = 0, justo al momento de resbalar tenemos (t) = 27N = at?/2.
De esta forma obtenemos la velocidad angular deseada,

w(t) = at = VarNo. (2.5)

En ese momento la fuerza de roce total que ejerce la superficie sobre la moneda en la
direccion horizontal es:

—

F = ma(t) = mR(afd — 4xNap). (2.6)

Figura 2.15: Fuerza sobre la moneda.



2.4. Dinamica del Movimiento Circular

La direccidn aproximada de esta fuerza se puede ver en la figura (2.15). Como sabe-
mos que desliza justo en ese momento, entonces la magnitud de la fuerza debe ser
igual a ueN = nemg. Finalmente tenemos entonces que el coeficiente de roce estatico
debe ser:

_Ra

lie = 1+ 16m2N2. (2.7)

Ejemplo 2.3

Se ubica un pequerio objeto de masa m sobre una superficie cénica rotatoria, a una
distancia r del eje de rotacién como se indica en la figura (2.16). Si el angulo entre
la superficie y la horizontal es 0 y el coeficiente de roce estético entre el objeto y
la superficie es e, calcule la velocidad angular maxima del cono alrededor del eje
vertical para que el objeto no resbale. Suponga que los cambios de velocidad angular
se realizan muy lentamente.

Figura 2.16: Bloque de masa M sobre un cono rotatorio.

Solucion

Para resolver este problema conviene primero dibujar el diagrama de cuerpo libre para
la masa m como se puede ver en la figura (2.17). Vemos que el cuerpo esta sometido
a la fuerza de gravedad, a la fuerza normal y a la fuerza de roce. Como nos interesa la
situacion en que el objeto esta a punto de deslizar consideramos que F, = uoN. Ahora,
dado que no hay aceleracion en la direccién vertical tenemos:

- _ mg
mg = Ncosl + ueNsenf — N_cose+uesen9 (2.8)

Por otra parte, sabemos que la resultante total de la componente radial de la fuerza
debe ser capaz de producir la aceleracion centripeta. Esto es,

mrw? = ueNcosé — Nsiné. (2.9)

Reemplazando ahora el resultado para N obtenido anteriormente tenemos que la ve-
locidad angular maxima para la cual la masa no alcanza a deslizar es :

e guecose—sm@ (2.10)
rcosf + puesend




Figura 2.17: DCL de blogue de masa M sobre un cono rotatorio.




2.5. Problemas resueltos
Problemas resueltos 2.5

| Problema 2.1

Considere el sistema de tres bloques con masas m, 2my 3m, los que estan unidos por
cuerdas ideales que pasan por poleas ideales, ubicados en una mesa horizontal como
se muestra en la figura. Determine el minimo valor del coeficiente de roce estéatico
entre el bloque de masa 2my la superficie de la mesa para que el sistema permanezca
en reposo.

N g

b
ool

3m

Solucién
Para resolver el problema es conveniente primero realizar el diagrama de cuerpo libre
para el bloque de masa 2m, el cual se presenta en la figura siguiente.

2

2mg

Dado que el blogue esta en reposo se debe cumplir que,

T1+f=T2,

donde T; = mgy T, = 3mg. Luego el minimo valor del coeficiente de roce, es tal que

ueN =2mg,

Considerando que N = 2mg, de la ecuacidn anterior se obtiene que el minimo valor
del coeficiente de roce debe ser p = 1.



Problema 2.2

Considere nuevamente el sistema de tres bloques del problema 2.1. Determine la ace-
leracion del sistema si el coeficiente de roce estatico entre el bloque de masa2my la
superficie de la mesa es e = 0,5.

Solucion
Para este caso el diagrama de cuerpo libre para el bloque de masa 2m es similar al
anterior, pero aqui el bloque tiene aceleracion.

2mg
Aplicando la segunda ley de Newton en la direccidn horizontal, se obtiene que
T, — T, —f,=2ma. (2.11)

Es importante notar que ahora T; # mgy T, # 3mg. Esto queda de manifiesto al
analizar los DCLs de ambos bloques, que se presentan en la figura siguiente.

T T
[ la |a
e 3m
B
3mg

De estos DCLs obtenemos que
Ty —mg=ma (2.12)

3mg — T, = 3ma. (2.13)

Note que hemos sido consecuentes en todos los DCLs al representar la direcciéon de
la aceleracion. Ahora despejando T; y T, de las ecuaciones anteriores y evaluando en
la ecuacion 2.11,

3mg — 3ma — (ma+ mg) — f, =2ma — 2mg — f, = 6ma, (2.14)

Luego considerando que f, = ueN = mg, se obtiene que la aceleracién del sistema
estd dada por

a=g/e. (2.15)
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| Problema 2.3

Una particula de masa m se mueve describiendo una trayectoria circular de radio R
sobre una superficie horizontal sin roce debido a la accién de una cuerda que esta
conectada a ella. La cuerda, que atraviesa la superficie horizontal por un orificio sin
rozamiento, en su otro extremo esta conectada a un bloque colgante de masa M, tal
como se muestra en la figura. Determine la velocidad angular de la particula de masa
m en el instante en cuestion.

Solucién

Considerando que la trayectoria que describe la particula de masa m es circular, el
modulo de la aceleracién radial se relaciona con el médulo de la velocidad angular
mediante la ecuacién a, = w?R. Luego, la segunda ley de Newton establece que esta
aceleracidn es generada por la tension de la cuerda, con lo que se obtiene

T =ma, — T = mu?R,
pero la tension la podemos relacionar con el bloque de masa M considerando que éste

ultimo esta en equilibrio. Por lo tanto, T = Mg, y remplazando este valor en la ecuacion
anterior se obtiene que la velocidad angular esta dada por

w= 1] =2 (2.16)

| Problema 2.4

Una particula de masa m se mueve describiendo una trayectoria circular de radio R,
en el sentido horario. En cierto instante la fuerza neta actuando sobre la particula es
F, tal como se muestra en la figura. Determine una expresion para la velocidad y la
aceleracién tangencial de la particula en ese instante.

Solucion
La aceleracion que tiene la particula en ese instante esta determinada por la fuerza



9’ \

=

aplicada, por lo tanto escrita en termino de sus componentes radial y tangencial nos
queda

3o Fcos«9(_A)+ Fsing
T m y m

%, (2.17)

donde el médulo de la componente radial es a, = % y el de la componente tangen-

cial es a; = 5,

Considerando que la trayectoria que describe la particula es circular, el médulo de

la aceleracion radial se relaciona con el médulo de la velocidad tangencial mediante la
s 2 . . . . .

ecuacion a, = 5, por lo tanto dado que el movimiento es en sentido horario se obtiene

que la velocidad estéd dada por
v | RF cos 0)?
- M '

Problema 2.5

En el sistema de la figura el bloque de masa M se puede deslizar por la superficie lisa
de una cufa de angulo « y estad unido mediante una cuerda y un sistema de poleas
ideales, a un bloque de masa m que se mueve a lo largo de la vertical. Encuentre la
aceleracion de ambos bloques.

<, >‘ Jg
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Solucion

A continuacion se ilustran las coordenadas relevantes definidas para este problema.
Note que la polea que sostiene a la masa m puede desplazarse a lo largo de la vertical.

El DCL para la masa M se muestra en la figura siguiente
N

\ T

7

M

Mg

Al aplicar la segunda ley de Newton al bloque de masa M en la direccion del eje del
plano inclinado, se obtiene

T — Mgsina = MX;.

Note que aqui X; representa la aceleracién del bloque de masa M, y sera positiva si el
bloque sube acelerando por el plano inclinado.

Para la polea que sostiene al bloque de masa m se tiene que

T

2T2=T—> T2=£.

Luego, para el bloque de masa m tenemos que

T
mg — 5= mXs.



]
V2

mg

Ademas, el largo de la cuerda que une la polea mévil con el bloque de masa m es
constante, por lo tanto

d—X2+X3—X2=/2—>)“(3=éX2.

El largo de la cuerda que une el bloque de masa M con la polea movil también es
constante

/1 =Xo — Xq + Cle — Xo = Xq.
Resolviendo

1 : y
MT—gsma=x1

mg—%:m)"(s—> T =2m(g — X3) =2m(g — 2Xy)

Finalmente, encontramos las aceleraciones de ambos bloques

2Vm(g—Z)"ﬁ) —gsina = X4
g (8 —sina)
(Msamy =
M
X3 = 2X;.

Problema 2.6

Un helicoptero carga dos objetos de masas my y m. como se ilustra en la Fig.[2.18| El
helicdptero acelera verticalmente hacia arriba con aceleracion a. Determine la tensidon
en las cuerdas que sujetan el cuerpo de masa m.

Solucion

Definimos las coordenadas que se muestran en la Fig. para referirnos a las po-
siciones de ambos bloques y el diagrama de cuerpo libre para éstos se muestra en la

Fig.[2.20]

Para el bloque de masa m. se tiene que

To —mog=ma— T, =me(a+g),



2.5. Problemas resueltos

m,
|
m,

Figura 2.18: Esquema de un helicéptero trasladando dos objetos de masa my y m..

Vi !

Figura 2.20: DCLs de ambos bloques.

y para el bloque de masa mj
Tisind + Tysind — myg — To = ma.



De las ecuaciones anteriores se obtiene que
2Tisind —myg— mo(a+g) =ma
2Ty sind =my(a+g)+ m(a+g).

Finalmente, la tension en cada una de las cuerdas que sujetan el cuerpo de masa
my es
(m +mp)(a+g)

Ti= 2sind

Problema 2.7

Los bloques Ay B de la figura tienen masas m y M respectivamente. El bloque A se
desliza por un plano inclinado en un angulo de 7/3 (60°) respecto a la horizontal. El
coeficiente de roce cinético entre el bloque Ay el plano es de i = 0.2. Determine las
aceleraciones de ambos bloques y la tensién de la cuerda (considere que la cuerda y
poleas son ideales).

4
/
4

A

AR AR R AR R A AR AR R AR AR RN RN AN N Y

60° B

Solucion
En la siguiente figura se ilustran las coordenadas que se utilizaran, y ademas algunas
fuerzas relevantes para el problema

Para el bloque de masa M se tiene que
Mg — T = Mx,

y para el bloque de masa m

—2T + mgsind — ugmgcos ¥ = my.

Ademas, la cuerda es inextensible, de modo que la condicién de ligadura es

xX+2y+c=1L,
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(o]
‘]\

]
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mg sin 60° 60° B

donde c es una contante, por lo tanto

% = —2j.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anteriores,

—2Mg + 2Mx + mg sinvy — ugmg cos v = my

2Mg — mgsinv + ugmgcosv = (4M+ m) y.

Con esto, las aceleraciones de los bloques estan dadas por

g(msiny — umcos vy — 2M)

4M + m
X =-2y.
y la tensién de la cuerda es
. mMg .
T =Mg+2My = M m(1 +2sinY — 2pcosv).

| Problema 2.8

Un trineo de masa M tiene una caja de masa m sobre él. Si el coeficiente de roce
estético entre la superficie del trineo y la caja es us, y €l coeficiente de roce cinético
entre el trineo y el piso es u, ¢Cual es la fuerza maxima que se le puede imprimir al
trineo de manera que la caja no resbale?



F

’1777 77777

Solucion

Los diagramas de cuerpo libre para la caja se presentan en la figura siguiente. Por
accion y reaccidn, la caja de masa m ejerce sobre el trineo las fuerzas N; (hacia abajo)
y F (hacia la izquierda). La segunda ley de Newton aplicada a la caja establece que

N; = mg
Fm = mX
Frl [NZ | Nl
— F
M . m —"
I:r2 Il Mg |
N, g

Para que la caja no resbale se debe cumplir que
Fri < pusmg
— mx < usmg.
de donde se obtiene que
Xmax = Hsg.-
Aplicando la segunda ley de Newton al trineo,
No=Ni+ My — No=(M+m)g — Fro = (m+ M)g
F — Fq — Fo = MX,

donde hemos considerado que la aceleracion del trineo es la misma que la de la caja

(se mueven juntos). Luego

Asi, el maximo valor posible esta dado por
F = M(usg) + 1smg + pu(m + M)g
F = (m+ M)g(us + pu)-
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| Problema 2.9

Considere tres cuerpos, de masas my, m. y ms, dispuestos tal como se muestra en la
figura. Considere que entre los cuerpos de masa m; y m, existe un coeficiente de roce
estatico us1, Yy que entre los cuerpos de masa mo y ms el coeficiente es uso. Entre el
cuerpo de masa ms y la superficie de la cuia, el coeficiente de roce estatico es jiss.
Determine una expresion para el maximo valor de la fuerza F que se puede aplicar al
cuerpo de masa mj sin alterar el equilibrio de los tres cuerpos.

Solucién
Comenzamos dibujando los diagramas de cuerpo libre para cada bloque, los cuales
se muestran en la figura siguiente

my
N3 Fr2
/ .
F v /Fr3
- a
N2
m3g

Para el bloque de masa m; las ecuaciones de equilibrio son
Fri—T+mgsina=0
N; = mygcos a,
y dado que la fuerza de roce es estatica, tenemos que

Fri < Nipst = mygcos ajigsy.



Para el bloque de masa m. se tiene que
Fr12 — Fr1 + mggSina =0
N> — Ny — mogcosa =0.

Utilizando la expresion previamente obtenida para N, la segunda ecuacion la pode-
mos escribir como

N> = mygcosa + megcosa — No = (my + mp)g cos a.

Luego para la fuerza de roce F,, se debe cumplir que

Frg < (m1 + mg)gCOS oS,

Para el bloque de masa ms primero desarrollaremos la ecuacién de equilibrio en el eje
perpendicular al plano, que esta dada por

N3 — N> — mggcosa =0.
Utilizando la expresion obtenida para N-, la ecuacion anterior nos queda asi,

N3 = (my + m> + m3)g cos a.

Dado lo anterior, para F,3 podemos escribir que

Fr3 < (my + my + m3)gCcos apiss.

Ahora analizando la condicién de equilibrio para el bloque de masa m; en el eje para-
lelo al plano inclinado,

F—F,12—F,3+m3gsina=0—> F = F,12+Fr3—msgSin04=0,

y en base a esta ultima ecuacion se deduce que la fuerza aplicada debe satisfacer la
siguiente desigualdad

F < (my + mx)g cos auss + (My + Mo + M3)g COS ausy — Mg Sin .

Problema 2.10

Una caja de masa m se mueve con rapidez v, sobre una superficie horizontal sin
roce y al final de su camino logra posicionarse sobre un bloque de masa M, tal como
se representa en la figura. El bloque se puede deslizar sin roce sobre el hielo y el
coeficiente de roce entre la caja y el bloque es p. Sila caja se desliza sobre el bloque
hasta que finalmente queda en reposo con respecto a éste, determine:



a) ¢ Cuanto tiempo transcurre desde que la caja comienza a posicionarse sobre el
bloque y queda en reposo respecto a este?

b) ¢Cual es la velocidad del conjunto una vez que la caja queda en reposo?

c) ¢Qué distancia recorre la caja sobre el bloque durante el intervalo de tiempo referi-
doen (a)?
Solucion

a)kn la Fig. se definen dos coordenadas horizontales apropiadas para describir
el problema, y en la Fig. se muestran los DCL para la caja y el blogque.

X1

| —
Xy

Figura 2.21: Definiendo coordenadas apropiadas.

N, N
f } ‘ froce
" m M —
J mg Nll Mg

Figura 2.22: Diagramas de cuerpo libro para la caja y para el bloque.

Del diagrama de cuerpo libre para la caja obtenemos que

Ny = mg



—froce = MX1 — —pug = Xi,

y del DCL para el bloque se desprende que
N=(M+m)g
umg = Mxo.

Luego las aceleraciones de ambas masas son constantes y estan dadas por

Xy =—pg
. umg
Xo = —M .

Con esto podemos obtener las velocidades a partir de la expresion que relaciona la
velocidad y la aceleraciéon en un movimiento uniformemente acelerado, por lo tanto

Xi(t) = —pgt + vo

. m
Xo(t) = %

Para determinar el tiempo que transcurre desde que la caja comienza a posicionarse
sobre el bloque y queda en reposo respecto a este, utilizaremos la coordenada s
indicada en la figura siguiente

t.

X

donde
() = x1(t) — x2(2).

La velocidad relativa es entonces,

5(t) = xi(t) — Xx(t)

5(t) = — (ug+%> t+ v

En este caso buscamos t* € R tal que §(t*) = 0, cuya solucién en este caso es

oo VoM
1g(M + m)’
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Por supuesto este resultado es valido siempre y cuando el largo del bloque sea el
suficiente como para que la caja no caiga al suelo. Note que si limy_,., t* = %, que
corresponde al caso de un cuerpo de masa m deslizando sobre un plano (bloque de
masa infinita).

b) La velocidad del conjunto en el instante en que la caja deja de deslizarse sobre el
bloque es
Vom

V=) e M+m

c) La distancia que recorre la caja sobre el bloque durante el intervalo de tiempo refe-
rido en (a) se obtiene a partir de

pg(M + m)

2
2M &

S(t) = Wt —

evaluando en el tiempo en cuestién. Por lo tanto

vViM ug(M + m) vaM?

I= gMvm)~ 2M  (ugP(M+mp
~ veM
= 9= SugM+ m)

Note que se debe cumplir que el largo del bloque sea superior a d.

| Problema 2.11

Una maquina de Atwood formada por dos bloques de masa M; y M., una polea y una
cuerda ideales, se cuelga del techo de un ascensor tal como se muestra en la figura.
Si en cierto instante el ascensor comienza a subir con una aceleracion a, en presencia
de la fuerza de gravedad, determine una expresién para la tension de la cuerda en la
maquina de Atwood en funcidn de los datos del problema.




Solucion
Definiremos las coordenadas x; y x. respecto al sistema no inercial de la polea, e y
como la altura de la polea con respecto a un sistema inercial.

Los diagramas de fuerza para ambos bloques son los siguientes,

T T
Ml MZ
M, g M.,g

De acuerdo a la segunda ley de Newton se tiene que
2

d
T—Mg=M_z{—x)
T— M1g =Ma— M;Xy,
donde esta ultima ecuacion puede ser escrita como
M1(g+ a) —T= M1)“(1.

Esta es la misma ecuacion que se habria obtenido con el sistema en un marco de
referencia inercial, con aceleracién de gravedad igual a g + a. Es decir, la maquina de
Atwood se comporta como si estuviera sometida a un campo gravitacional mas fuerte
(si @a > 0). Esto es facil de percibir cuando nos subimos en un ascensor.

Del mismo modo, para el cuerpo de masa M, se obtiene que
2

d
T — Mgg= MZW (y—Xg)
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T — Mg = Ma— Maoxs.
Luego, la condicién de ligadura en este caso es
X1 = —Xp,
por lo tanto
T =M(a+9) — Mix
T =M (a+g)+ MXx.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, se obtiene que la aceleracion y la
tension de la cuerda son
(My — Mz)(a+ g)

1= M1 + M2
(a+9)
T=——""""2MM,.
M1 + M2 e
Note que en el caso en que el ascensor baja con aceleracion a = —g, esto es, el

ascensor cae en caida libre, se obtiene que

X1 =0

T=0.

En este caso la maquina de Atwood se comporta de la misma manera que en el caso
en que no hubiera gravedad.

| Problema 2.12

Un carrusel esta formado por una serie de asientos que giran colgados de cadenas
sujetas a un disco central que puede girar. En la figura siguiente se representa el
disco y solo un asiento con su respectiva cadena. Si se desea que el carrusel gire a
velocidad angular constante w, ;Qué longitud L tienen que tener las cadenas para que
el angulo que formen con la vertical sea v = 7/6? Desprecie la masa de las cadenas.




Solucion
El movimiento de un asiento para un instante en el cual el disco ya esta girando y el
asiento ha alcanzado su posicidn estacionaria, es el siguiente

Este corresponde a un movimiento circular uniforme. Luego el DCL para el asiento se
muestra a continuacién

En la direccién del eje y el sistema tiene aceleracion nula, por lo tanto se cumple que

Mg

T ¥ — Mg = T=—">
cos g=0— cosd’

y en el eje x el sistema tiene la aceleracion centripeta, por lo tanto

Tsind = Mw?r — Tsind = Mw? (R + Lsin®).

De las ecuaciones anterior obtenemos una relacion entre el largo L y el angulo ¢
Mgtan¥ = Mw?R + Mw?Lsin 9

- gtany — w?R
~ w2sind

Finalmente, para que ¢ = 7/6,

. 2(9/\/§—W‘2R>'

w2




Trabajo y Energia

El objetivo fundamental de la mecénica clasica es la prediccion del movimiento de
un cuerpo una vez que se conocen sus interacciones (fuerzas) con su entorno. En
principio esto siempre se puede lograr a partir de la segunda ley de Newton: la ace-
leracion permite determinar la velocidad, y a su vez ésta permite obtener la posicién.
Este esquema funciona bien si conocemos la fuerza total sobre el objeto en funcién
del tiempo. Sin embargo, en muchas ocasiones la informacién que tenemos a priori es
insuficiente. Imaginemos, por ejemplo, que la fuerza sobre un objeto depende de su
posicion. Por lo tanto, conocer F en funcién del tiempo requiere conocer la posicion
del objeto en funcidén del tiempo; pero es precisamente esta ultima la incognita que
queremos determinar.

Bajo estas circunstancias, muchas veces es conveniente utilizar los dos conceptos
principales de este capitulo para predecir el movimiento de un cuerpo: trabajo y ener-
gia. Veremos que mas alla de ser una enorme ayuda para resolver problemas, estos
conceptos tienen ademas un importante significado fisico. Por ejemplo, la ley de con-
servacion de la energia es uno de los pilares fundamentales de la fisica moderna, y
su validez es méas general que la mecanica de Newton. En el S.1. la unidad de energia
y de trabajo es el “Joule” (1 J = 1 kg m?/s?).
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Teorema de Trabajo y Energia Cinética 3.1

Pensemos primero en la situacién mas simple posible. En t = 0 tenemos una masa
puntual m en el origen cuya velocidad inicial es V; y que esta sometida a una fuerza
constante F como se muestra en la Fig. (3.1).

y

Figura 3.1: Una masa puntual m que se encuentra en el origen en t = 0 con velocidad
inicial v;, es sometida a una fuerza constante F. En t = t; llega a la posicion d.

Como la fuerza es constante, la aceleracion del objeto también lo es, y como aprendi-
mos en [1.20,sabemos que la velocidad en el eje x en un determinado tiempo t; estara
dada por:

M(Vyr — Vxi)
Fy ’
y expresiones analogas para la componente y. Aqui F, es la componente de la fuerza

en la direccion X y t; es el tiempo que demora la particula en desplazarse hasta la
posicion d dada por,

Fx
Vi = VX,'+Etf — tf= (31)

1F,
dx = V,;ls + EEXZ‘,}? (32)
y una expresion analoga para la componente y. Reemplazando ahora (3.1) en (3.2)
encontramos el siguiente resultado,
1 1
Fidy = Emvff — Emvf,. (3.3)
Como sabemos que existe una ecuacion similar para F,d,, podemos escribir la si-
guiente expresion general:

Lo o1
F.d-= %mvf2 — émv,?. (3.4)

Es decir, la componente de la fuerza en direccion del desplazamiento multiplicada por
la longitud de este ultimo es igual a el cambio en la cantidad “mv?/2” asociada a la
particula. Es importante enfatizar que la fuerza F que aparece en esta ecuacion es la
fuerza neta que actua sobre m.
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A la cantidad K = mv?/2 la llamaremos la energia cinética de la particula, mientras
quea W = F - d le denominaremos el trabajo realizado por F alo largo de d. De esta
forma, podemos resumir lo anterior con esta nueva notacion en el teorema de trabajo
y energia cinética,

|W=K - K=2K] (3.5)

Esto es, el trabajo realizado por una fuerza sobre m es igual al cambio en la energia
cinética de la particula.

Ejemplo 3.1

Considere un cuerpo de masa m que se desliza por el plano inclinado sin roce mos-
trado en la Fig. (3.2).

(a) Calcule la variacion de la energia cinética del cuerpo al desplazarse desde el punto
1 al punto 2.

(b) Encuentre el trabajo realizado por la fuerza de gravedad durante el trayecto. Note
que esta es la Unica fuerza que hace trabajo.

Figura 3.2: Una masa m se desliza a lo largo de un plano inclinado que forma un
angulo 6 con la horizontal.

Solucion
(a) Como la aceleracioén es constante, utilizamos la ecuacién [1.23| que nos dice que si
la masa m tiene una velocidad v4 en el punto 1, la velocidad en el punto 2 estara dada
por:

V2 = 2ad + V2, (3.6)

donde la componente de la aceleracién de gravedad que va en la direccion del mo-
vimiento es a = gsind. Remplazando el valor de la aceleracion, y considerando que
dsinf = h obtenemos que:

vZ =2gh+ v2. (3.7)

Asi, multiplicando por m/2 a ambos lados de la ecuacion, obtenemos la variacion de
la energia cinética,

AK = %mvz2 — %mw2 = mgh. (3.8)
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Note que esta variacidén de la energia cinética no depende del angulo ¢, sino que sélo
de la altura h.

(b) Como mencionamos anteriormente, en este caso la Unica fuerza que realiza traba-
jo sobre la masa m es la gravedad, ya que la fuerza normal es siempre perpendicular
al plano, y por lo tanto no realiza trabajo debido a que no esta en la direccién del movi-
miento. Esto se puede apreciar claramente en la Fig. 3.3} donde es posible notar que
sélo la componente paralela al plano, y por ende al desplazamiento, realiza trabajo.

N
d
TS
~.

/ mgsing
mMgcos:4

Figura 3.3: La normal es siempre perpendicular al desplazamiento.

Luego el trabajo realizado sobre la masa m desde el punto 1 al punto 2 es,
Wy = mgdsiné. (3.9)
Pero dsind = h, por lo que podemos escribir:
Wy = mgh. (3.10)

Este trabajo es igual a la variacién de energia cinética calculada anteriormente. Este
es un ejemplo de la validez del teorema del trabajo y energia.

—

d
|

o
2
Q)

IS

8] tf

Figura 3.4: Una masa puntual es sometida a una serie de desplazamientos d;. A lo
largo de cada uno de ellos la particula esta bajo la accion de una fuerza neta F;.

El resultado (3.4) se puede generalizar facilmente al caso en que la particula es so-
metida una serie de desplazamientos consecutivos d;, d, ... , cOmo se muestra en la
Fig. (3.4). Suponiendo que a lo largo de cada uno de estos desplazamientos la masa
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m esta bajo la accion de una respectiva fuerza resultante constante Fi, F», ..., y usan-
do la ecuacién (3.4) tenemos una forma mas general para el teorema de trabajo y
energia cinética,

Z/?',--aj=1m\7f2——m\7,?. (3.11)

Observe que a pesar de que permitimos una serie de desplazamientos, el lado
derecho de la ecuacion sigue siendo AK calculado a partir de los puntos inicial y final.

I ¢(ENTENDISTEST? 3.1

Considere un vagén de tren que se desplaza con velocidad constante Vv por una
via completamente horizontal, el cual traslada una caja de masa M, como se muestra
en la Fig. ¢ En esta situacion, cuanto trabajo realiza el vagdn sobre la caja en un
intervalo de tiempo At?

g
Ly —,

i s—

Figura 3.5: Esquema de una vista lateral de un vagén de tren que se mueve con
velocidad constante v, el cual traslada una caja de masa M .

Ejemplo 3.2

Considere un cuerpo de masa m que desliza sin roce por la sucesion de cufias mos-
trada en la Fig. (3.6). Demuestre que la variacién de la energia cinética del cuerpo al
desplazarse desde el punto 0 al 4 es igual al trabajo realizado por la fuerza de grave-
dad.

Solucion

En el ejemplo anterior aprendimos que la variacion de la energia cinética del cuerpo
al desplazarse desde el punto mas alto al mas bajo de una cufia sin roce es igual al
trabajo realizado por la gravedad, el cual a su vez es independiente de la pendiente
de la cufia (no depende de #). Esto es,

1
AK = %mv,2 — Emv,2 = mgh. (3.12)
Lo anterior es valido para cada cufia por separado y podemos calcular el trabajo rea-
lizado por la gravedad como la suma de los trabajos realizados en cada una de ellas
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L
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Figura 3.6: Un cuerpo se desliza por una sucesion de cufas con distintos grados de
inclinacion.
como,

Wy

W1 + W2 + W3 + W4 (313)
mghy + mgh, + mghs + mgh, = mgH.

Luego, considerando la ecuacién (3.8) tenemos que,

1 1 1 1
W, - <§mv12 . §mvg> R <§mv22 _ Emv$> (3.14)
+ (%mv:,? — %mvr‘?) + (%mvf — %mvg)
= mgH.

En la ecuacion anterior podemos ver claramente que los términos intermedios se can-
celan y obtenemos finalmente que:

%mvf — %mvg =mgH — AK=W,. (3.15)

Note que este resultado es absolutamente independiente del nimero de cufas y de las
diferentes inclinaciones. Dicho de otra forma, el resultado AK = mgH es independiente
del camino utilizado por el bloque. Esto no tiene por qué ser cierto en general.

Energia Potencial: fuerzas conservativas 3.2

Consideremos la situacién en la cual un cuerpo de masa m se desplaza a lo largo de
una trayectoria que se inicia en la posicion r; y termina en r;, bajo la accion de una
fuerza que depende de la posicidn (l:'(F)). Existe cierto tipo de fuerzas para las cuales
el trabajo W, realizado no depende de la trayectoria seguida, sino que depende
Unicamente de las posiciones r; y r; (ver Fig.). Este tipo de fuerza se denomina
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Figura 3.7: Para una fuerza conservativa el trabajo hecho sobre una particula depende
sélo de las posiciones inicial y final, pero no de la trayectoria.

fuerza conservativa debido a que, como veremos, no modifican la energia mecanica
total del cuerpo, cantidad que definiremos a continuacion.

Cuando tenemos una fuerza conservativa siempre se puede encontrar una funcién
U(r) que depende sblo de la posicién y que cumple con,

Wi = U(r) — U(7). (3.16)

Entonces, el trabajo realizado por la fuerza al ir desde r; a ; esta dado por la diferencia
de la funcion U(r) evaluada en los extremos de la trayectoria. A esta funcién U(r) se le
llama energia potencial. Dado que lo Unico que nos interesa es la diferencia de esta
funcion entre dos puntos, es obvio que sumar una constante a U es irrelevante.

Una vez obtenida la correspondiente energia potencial y usando el teorema de trabajo
y energia cinética, es facil ver que,

Ki+ U(r) = Ki + U(Fy). (3.17)

Es decir, para fuerzas conservativas la cantidad E = K + U llamada energia mecanica
total, se conserva. Si la fuerza (conservativa) que actia sobre el cuerpo lo acelera,
entonces éste incrementara su energia cinética y a la vez disminuira su energia poten-
cial de manera de mantener la suma de ambas energias constante. Por ejemplo, esto
ocurre en una montafia rusa. Cuando bajamos incrementamos nuestra velocidad y
por tanto nuestra energia cinética, mientras que nuestra energia potencial debida a la
fuerza gravitacional se reduce. Exactamente lo opuesto ocurre cuando nos encontra-
mos en una subida de la montafa rusa. Existe entonces una constante transformacion
entre energia cinética y energia potencial, siendo la suma de ambas una constante.

Esta conservacion de la energia mecénica es de gran utilidad para resolver una amplia
variedad de problemas. En este capitulo examinaremos en detalle dos casos particu-
lares: el potencial gravitacional y el potencial de un resorte.
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Potencial gravitacional 3.2.1

Al desarrollar el primer ejemplo de este capitulo nos dimos cuenta de que el trabajo
hecho por la fuerza de gravedad sobre un objeto que se desliza a lo largo de un plano
inclinado no dependia del angulo de inclinacién, sino que quedaba determinado Unica-
mente por la altura que descendia. En el segundo ejemplo vimos que la trayectoria del
descenso se podia complicar mucho mas, sin embargo el resultado era el mismo: El
trabajo realizado por la fuerza de gravedad dependia exclusivamente de la diferencia
de altura entre los puntos inicial y final.

Tomando todo esto en consideracién, no es dificil darnos cuenta que la fuerza gravi-
tacional es conservativa y que su correspondiente energia potencial vendra dada por,

U(z) = mgz, (3.18)

donde el eje Z apunta en la direccion vertical alejandose del centro de la Tierra.

Potencial del resorte 3.2.2

En la seccién[f]aprendimos que la fuerza que ejerce un resorte sobre una masa unida
a él es proporcional al desplazamiento (x) desde su posicién de equilibrio, es decir,
F = —kxk. Como en este caso la fuerza no es constante sino que varia con la posi-
cién, podemos recurrir a la ecuacion que nos dice que el trabajo total realizado
por la fuerza puede ser descompuesto en la suma de muchos desplazamientos muy
pequenos. En el caso del resorte podemos obtener una buena aproximacion para el
trabajo realizado por la fuerza de éste al estirarlo desde una posicién inicial x; a una fi-
nal x; sumando el trabajo hecho en pequefios intervalos Ax. Suponiendo que la fuerza
es constante en ese intervalo,

N—1
Wir = = k(X +jAX)Ax. (3.19)
j=0

Observando la figura (3.8) y tomando el nimero de intervalos N muy grande, el
resultado se volvera exacto y vemos que éste corresponde precisamente al area bajo
la curva. Esta area es facil de calcular:

1 1
Wi = Ekx;2 — Ekx,?. (3.20)

De esta forma es facil darse cuenta de que la energia potencial del resorte es,

U(x) = ~kx?. (3.21)
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X AX Xt

Figura 3.8: Para obtener el trabajo total realizado por el resorte debemos subdividir
el desplazamiento en pequefios intervalos de largo Ax. En este caso el nimero de
intervalos utilizado es N = 10.

I ¢ENTENDISTEST? 3.2

Considere un anillo de masa M que puede deslizar sin roce por una guia de alam-
bre semicircular de radio R. El anillo a su vez esta unido a un resorte de masa des-
preciable y constante elastica k, que esta pivoteado en su extremo como se muestra
en la Fig. [3.9 Si en cierto instante el anillo se suelta desde el reposo en el punto A,
¢, Cudl es el valor de su energia cinética cuando pasa por el punto B?

P A L L L A £ 4 O & A A 4 4 & a4

Figura 3.9: Esquema de una vista lateral de masa M.
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Trabajo de la fuerza de roce 3.3

Uno de los ejemplos mas importantes de una fuerza no conservativa es el de la fuerza
de roce. Como aprendimos en el capitulo anterior, cuando un cuerpo se desliza sobre
una superficie, existira una fuerza de roce que se opondra al desplazamiento relativo
de las superficies en contacto.

A modo de ejemplo, consideremos un objeto de masa m que se desliza sobre una
superficie horizontal con roce. Sobre el cuerpo actuara una fuerza que apunta en la
direccion opuesta a la de su velocidad (relativa a la superficie). Sabemos ademas
que si el coeficiente de roce cinético entre las superficies es ., la magnitud de esta
fuerza estara dada por F, = uc.N, donde N es la fuerza normal entre las superficies
de contacto. En este caso, el trabajo realizado por la fuerza de roce para ir desde un
punto A a un punto B es exactamente el negativo de la distancia total recorrida (sag)
multiplicada por el médulo de la fuerza (1. N):

Wi, = —F;Sa = —ucNSas. (3.22)

El signo menos viene del hecho de que la fuerza apunta en la direccion contraria al
desplazamiento. Notemos ademas que la longitud (ssg) del camino recorrido si de-
pende de la trayectoria que escogimos para ir de A a By por lo tanto la fuerza no es
conservativa. Esto significa que la energia mecanica del objeto no es constante, sino
que disminuye por la accion del roce. La energia mecanica que se pierde por efecto
de la fuerza de roce se transforma en energia calérica, algo que experimentamos fre-
cuentemente al frotar nuestras manos.

Ejemplo 3.3

Consideremos que en el problema del plano inclinado planteado en el primer ejemplo
de este capitulo, la superficie por la cual se desliza la masa m es ahora rugosa y con
un coeficiente de roce cinético .

(a) Calcule la variacion de la energia cinética del cuerpo al desplazarse desde el punto
1al 2.

(b) Encuentre el trabajo realizado por la fuerza de gravedad.
(c) Determine el trabajo realizado por la fuerza de roce.

(d) Obtenga el trabajo neto realizado sobre la masa durante el trayecto de 1 a 2.

Solucion
(a) Al'igual que en el ejemplo 1, la velocidad del cuerpo en el punto 2 esta dada por,

vZ =2ad + v2. (3.23)
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Figura 3.10
En este caso la aceleracién puede ser obtenida usando el diagrama de cuerpo libre
de la Fig. (3.10), y esta dada por a= gsinf — u.gcosé.
De esta manera, la variacidén de la energia cinética es,
1

1 1
AK = Emvé2 - Emv12 = 5m(2(gsing — jicg cos 0)d) (3.24)

= mgd(sinf — j.cosb).

(b) Al igual que el ejemplo 1, aqui sélo la componente de la fuerza de gravedad que
es paralela al desplazamiento realiza trabajo. Por lo tanto,

Wy = mgdsiné. (3.25)

(c) El trabajo realizado por la fuerza de roce claramente es negativo ya que la fuerza de
roce esta en la direccién contraria al vector desplazamiento. Por lo tanto, este trabajo
es:

Wroce = _,UJCmgd cos 0, (326)

y se traduce en un aumento de la temperatura de las superficies de la masa y del
plano inclinado.

(d) Finalmente, el trabajo neto realizado sobre la masa a lo largo del trayecto es,
Wheto = Wy + Wioce —  Wheto = mgad(sin € — i cos 6). (3.27)

Comparando con el resultado obtenido en (a), podemos apreciar claramente que ob-
tenemos nuevamente el resultado que predice el teorema del trabajo y energia,

Woeto = AK. (3.28)

Note que en este caso al igual que en el ejemplo 3.1, el trabajo realizado por la fuerza
de gravedad es mgh.

En una infinidad de procesos fisicos existe transferencia de energia. La potencia nos
dice qué tan rapido es este proceso, es decir, la potencia es la cantidad de energia
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transferida por unidad de tiempo. En el S.I. la unidad de medida de la potencia es el
“Watt” (1 W =1 J/s).

En términos matematicos, la potencia (media) esta dada por,

AE
P= A (3.29)
donde AE es la energia total transferida en el proceso y At es el tiempo que demoro
este intercambio de energia. Por ejemplo, si un corredor que pesa 80 kg parte desde
una velocidad nula y llega a una velocidad de 30 km/h en 4 segundos, ¢cual es la
potencia promedio que fue capaz de generar? La respuesta es simple si nos damos
cuenta que toda la potencia fue utilizada en aumentar la energia cinética, esto es,

_ Kf—K,-_%mv,?—O
P =T (3.30)

1(80 kg)(30 km/h)2 — 0

= s =925,9W. (3.31)

Problemas resueltos 3.5

Problema 3.1

Un nuevo juego de un parque de diversiones, llamado Death Fall, consiste en una pla-
taforma que se eleva a una altura h por sobre el nivel dado para luego caer libremente
hasta que se topa con un resorte de largo natural y y constante elastica k. Determine
la velocidad de la plataforma al ponerse en contacto con el resorte y la fuerza que
ejerce el resorte cuando presenta su maxima compresion.

m#\
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Solucién
Como solo intervienen fuerzas conservativas, la energia mecanica total sera constante
en el tiempo. Si fijamos la energia potencial gravitacional como nula al nivel de piso,

Ea = mg(h+ ),

donde A es el punto inicial de la plataforma. Ahora, si llamamos B el punto en el cual
la plataforma entra en contacto con el resorte, se tiene que

Eg = mg(h) + %mvz.

Por conservacion de la energia,

’
Ex = Eg — mg(h) + émv2 = mg(h + k)

— v =+/2gh.

Ahora, si llamamos x a la distancia entre la plataforma y el suelo cuando ocurre la
maxima compresién del resorte, y notando que en ese momento el cuerpo no tendra
energia cinética, se obtiene que la energia en ese momento es,

inicial final

lV IEV:O

A

|

P

E, = mgx + %k(/o — x)? = mg(h + h),

donde hemos usado la conservacién de energia mecanica en la ultima igualdad. Te-
nemos entonces una ecuacion cuadratica en la variable x,

mgx + %kx2 — kxlp + %klg =mg(l + h),

que admite dos soluciones,

(klp — mg) + \/m2g2 + 2kgmh
Xy = K .
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¢, Cual de las dos es la solucién correcta? Supondremos que kly > mg, de manera que
para algun grado de compresion el resorte tendra la suficiente fuerza como para ven-
cer a la gravedad y provocar una aceleracion hacia arriba de la plataforma. Nos damos
cuenta que en este caso la unica solucién positiva corresponde a x,. Finalmente, la
fuerza que ejerce el resorte en este caso sera

F =kl — x,)2.

Problema 3.2

Un carro de masa M esta en la pista de la figura. La pista es horizontal en ambos
extremos pero la parte izquierda esta H metros por sobre la parte derecha. El carro
no estd amarrado al resorte de constante k y viaja sin roce hasta que alcanza la zona
de frenado en la parte inferior con coeficiente de roce dinamico .. Inicialmente el carro
esta en contacto con el resorte.

(a) Primero el carro es empujado hacia la izquierda comprimiendo el resorte en D
metros. ¢ Cuanto trabajo se hace sobre el resorte en éste proceso?

(b) El carro es soltado, ¢ cudl es la magnitud de su velocidad vy cuando abandona el
resorte?

(c) ¢Cual es su rapidez v; justo antes que entre a la zona de frenado?

(d) ¢Cuantos metros recorre en la zona de frenado, antes de detenerse?

k

IYYWI‘I‘)))E m

4

Solucion
(a) Inicialmente, el carro se encuentra en reposo y el resorte se encuentra en su largo
natural. Si definimos la energia potencial gravitacional como U = mgh donde h es la
altura medida desde la parte mas baja, entonces la energia mecanica inicial del carro
es

Ei =0+ mgH.
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inicial

I

0 F
w1 ——

final
-~

—

F
g (11—

Mientras que la energia final es,

E; = %kDg + mgH.

Se deduce entonces que el trabajo realizado es igual al cambio en la energia mecanica
total,

1 2
W = SkD?.

(b) Ahora considerando como instante inicial el momento en que se suelta la masa m,
y final cuando ésta deja el resorte,

inicial

i (1)

%{_J:
D !

final

VO
mwyymm N ——

%(—J
I

0

E; = mgH + %sz

’
E; = mgH + Emvg.

Entonces, por conservacion de la energia mecénica:
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—kD? = —mVg,

| k
VO = n—7D

(c) Definimos ahora los instantes inicial y final como se muestra en la figura siguiente.
En el momento en que el carro abandona el resorte, posee una energia

y obtenemos,

inicial

m Vo

final

vV, M

m —

T77777777777777777

1
E = Emvg + mgH,

y cuando llega a la parte mas baja,

Por conservacién de la energia,
1 mv2 + mgH 1 mv?
— + = — ,
2 o g 2 f
— V2 = V2 +2gH

k
—= 2 H
— Vi =14/ D +2g )

donde hemos usado el resultado de la parte (b).
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(d) En el momento en que el carro entra en la zona de frenado, la energia mecanica
total es,

Ei = —mvy.

1l
o

N
inicial final
Vv
m

Vf
m — —

x=0 mg

Mientras que en el momento en que se detiene,

Es=0.

El proceso de frenado se ilustra en la figura. Por otra parte, el trabajo de la fuerza de
roce es simplemente,
W = —umgd

donde d es la distancia que recorre hasta frenarse. De esta forma,

W=E - E

1
— mgud — Emv,2 =0,

Entonces,

| Problema 3.3

Considere un resorte vertical apoyado en el suelo de constante k y largo natural k.
Sobre el resorte se fija una bandeja de masa M que lo comprime. Luego, encima de la
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bandeja se coloca una particula de masa m. Suponga que usted comprime el resor-
te una distancia d respecto de la posicion de equilibrio del sistema resorte-bandeja-
particula. Encuentre la altura maxima (medida desde el suelo) que alcanza la particula
m una vez que se libera de la bandeja.

UM =3

Solucion

Definamos 6 como la compresién producida por el peso de M + m. Por equilibrio de
fuerzas, se tiene

ké = (M + m)g.
<
5 m I&S )
i Io "I\i m
j 3 M d
® g '] 8

Por otra parte, no es dificil obtener las ecuaciones de Newton para ambas masas:

mz =N — mg
Mz=—-k(z—1,) — N— Mg
donde N es la normal entre My m. Sumando ambas, se obtiene

M+m)z+k(z—h)=—-(m+ M)g

Si se comprime ahora el resorte una distancid adicional d y se suelta, el sistema
acelerara hacia arriba. Para que m se despegue de M la fuerza de contacto entre
ambas debe desaparecer, es decir, cuando N = 0:

mz=-mg—2z2=-—g

Reemplazando en la ecuacion de movimiento

—(m+M)g+k(z—bh)=—-(m+ M)g
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Luego, el despegue ocurre cuando z = f. Para determinar la velocidad con la que
despega podemos usar conservacion de la energia en el sistema masas-resorte

Ei= U+ U = —(M+m)g(d +0) + %k(d +6)2

Donde hemos definido que la energia potencial es cero en z = fy. Como ké = (M+m)g,
Ei=—ké(d+6)+ %k(d +0)?

— E = %k(dz — &)

En tanto, la energia del sistema en z = I esta dada por
1 2
E; = 5(M + myve.

Por conservacion de energia

1 2 2 _1 2
Sk(d? = 8%) = 5 (M+ m)v

k(d? — 6?)
2 _
Vs M+m

Una vez que m se despega de M, puede ser tratado por separado. Entonces, al des-
pegar

E,' = %va
y
Ef = mghmax

Otra vez, por conservacion de energia

’
Emv2 = MGhmax-

Luego, la altura maxima que alcanza m sobre z = [ es

V2
max = 2_

g

1 k(d? — 62

~ finar = 2 M+ m).
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Problema 3.4

Un cuerpo comienza a deslizar sobre un plano inclinado un angulo «, y después conti-
nua sobre una superficie horizontal. El coeficiente de roce cinético entre el cuerpo y la
superficie es p. Si la distancia recorrida por el cuerpo sobre el plano inclinado es igual
a la distancia que recorre sobre el plano horizontal, calcule el coeficiente de roce.

o<

Solucion
Notemos que mientras el cuerpo desliza por el plano inclinado, las fuerzas actuando
sobre la masa son el peso, la fuerza de roce y la normal.

Notemos que la normal se cancela con la componente mg cos « del peso y la fuerza
neta es en la direccién X:

-

F =(mgsina — uN)x
Ademas, como N = mg cos a,

F = (mgsina — umg cos a)X

El trabajo realizado por esta fuerza es igual al cambio en la energia cinética de la
masa:
. 1,
Wi = mgdsina — pmgd cos ad = EmvB

ya que inicialmente no posee energia cinética.
Ahora, el trabajo realizado por la fuerza de roce en el tramo horizontal es
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Wioce = —dpumg.

Como durante este tramo la fuerza neta es la fuerza de roce, éste trabajo es igual a la
variacién en la energia mecanica. Sin embargo, como la altura no varia, el cambio en
la energia potencial es cero. Luego, la variacién sélo se debe a la energia cinética:

1 1
Wioce = —dumg = Emvf — Emvg

Pero como la velocidad en C es cero,
1 2
dumg = EmvB

dumg = d(mgsina — pmgcosa)

sina

=
H= 11 cosa

| Problema 3.5

Un bloque de masa M descansa sobre una superficie horizontal. Entre la superficie y
el bloque el coeficiente de roce estatico es . Otro bloque de masa m se encuentra
atado a él, mediante una cuerda de largo L. En cierto instante se libera m, la cual cae
por efecto de la gravedad. Si M = 2m, calcule el angulo ¢ en que el bloque M comienza
a deslizar.

Solucién
La masa M se encuentra en reposo, por lo que:
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> F=T-£=0

> F,=N-Mg=0,

donde T es la tensién de la cuerda, f; la fuerza de roce y N la normal. En el momento
en que el bloque M esta a punto de deslizar, la fuerza de roce estatica debe ser
maxima, esto es,

fr = neN = neMg.
Luego
d o A
B

Ahora, digamos que la energia potencial gravitatoria en el punto mas alto de m es
nula, de manera que:

Es=0

A lo largo del trayecto A — B, actua sobre m la fuerza de gravedad, que es conser-
vativa, y la tensién que es perpendicular a la trayectoria por lo que no realiza trabajo.
Concluimos entonces que la energia mecanica total de m se conserva,

Eg=E;— %mv2 — mgdsing =0
donde v es la magnitud de la velocidad en el punto B. Entonces,
vZ = 2gdsing
Observemos ahora el diagrama de fuerzas para la masa m en el punto B:

Notemos que la masa desde A a B se mueve en trayectoria circular de radio d, de ma-
nera que presenta una aceleracion centripeta. El equilibrio de fuerzas en la direccion

radial es: ,

. v
T — mgsing = mg

teMg — mgsin ¢ = 2mgsin ¢
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neMg = 3mgsin ¢

. reMg
sing = 3m
Dado que M =2m
; 2/te
sing = 3

| Problema 3.6

Un cuerpo de masa M inicialmente en reposo parte deslizando sin roce desde el punto
mas alto de una esfera de radio R.

a) Determinar el punto en que abandona la superficie esférica.

b) Calcular la energia cinética con que llegara al piso.

Solucion

Sea « el angulo que se forma con respecto a la vertical en el momento que la masa M
abandona la superficie, como se aprecia en la figura. Para un angulo polar « arbitrario
(0 < ¥ < «), el equilibrio de fuerzas esta dado por

N — Mgsind = —MJ?R,

donde ¥ es la velocidad angular. Ahora, en el momento en que la masa abandona la
superficie la normal de contacto entre la esfera y la masa M se anula, es decir,

—Mgsin(r/2 — a) = —M&?R

Mg cos(a) = MG2R,
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Ug:o M Ef
/777777777777 77777

donde usamos que ¥ = 7/2 — «. Entonces,

. cos a
062 = g .
R

Para determinar &, podemos usar el teorema de conservacion de la energia entre el
instante en que comienza a deslizar y cuando la masa deja de estar en contacto con la
esfera. Tomando la parte inferior de la esfera como la referencia de energia potencial
nula se tiene:

E; = mg2R,

mientras que justo antes de deslizar,
1 2
Ef = mgR(1 + cosa) + Emv :
Ahora, la magnitud de la velocidad en ese instante es

v=—Rd&

Luego,
E: = mgR(1 + cos o) + %mR%’F.
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Como la energia mecanica de la masa se conserva en todo instante:

mg2R = mgR(1 + cos a) + %m!—?’zd2

Reemplazando el resultado obtenido para « justo en el momento del despegue,

mg2R = mgR(1 + cos a) + %mRng;Sa

R=Rcosa+ %RCOSa

g =cosa — a=cos ' (2/3) =0,841rad

b) Para obtener la velocidad con que llega al piso, utilizamos que la energia se con-
serva. La energia inicial esta dada por

E; =2mgR,

mientras que la energia final (cuando llega al piso), es puramente cinética
1

5=§mﬁ.

Ambas son iguales, por lo tanto

Vi = 2\/gF))

| Problema 3.7

Un bloque cuya masa es m = 6 kg desliza hacia abajo por un plano inclinado rugoso,
partiendo del reposo. El angulo de inclinacién del plano es a = 60°, y los coeficientes
de roce estatico y cinético son 0,2 y 0,18, respectivamente.

a) Describa todas las fuerzas que actuan sobre el bloque y determine el trabajo reali-
zado por cada una de ellas, si el bloque desliza 2 m, a lo largo del plano

b) ¢ Cual es el trabajo neto realizado sobre el bloque?

c) ¢ Cual es la velocidad del bloque después de recorrer una distancia de 2 m ?

Solucién

a) Vamos a llamar x a la coordenada del bloque en la direccién de movimiento sobre el
plano inclinado. Es decir, diremos que la posicion del bloque tiene la forma r(t) = x(t)X.
Las fuerzas que actuan sobre el bloque se muestran en el diagrama de cuerpo libre.

Dado que el bloque desliza, la fuerza de roce es cinética y se tiene que
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Froce = —/LcmgCOS O{)A(

Luego, el trabajo que realiza al desplazarse una distancia d es:
Wioce = —dpicmg cos «

Para el trabajo del peso, se obtiene,

Wieso = F - d = (mg sin ok — mgcos aj) - dx

Wpeso = dmg Sln [0

El factor sina se debe a que mgsina es la componente del peso en la direccion de
movimiento. Notar que a diferencia del roce, el trabajo del peso es positivo. Finalmente,
el trabajo de la normal es

Whormai = N - d = mgcosaj - dx =0

pues la normal es perpendicular en todo instante a la direccién de movimiento. Eva-
luando numéricamente reemplazando los valores para d, a, my g se obtiene:

Wroce = _1 O, 5948 J
Wpeso = 101,949 J

b) El trabajo neto realizado sobre el bloque es entonces

Wneto = WpeSO + Wroce = 91 y 3537 J

c) Usando directamente el teorema del trabajo y energia cinética,
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1
2
Wheto = Eme )

donde v; es la velocidad del bloque cuando ha recorrido 2 metros sobre el plano. Notar
gue la energia cinética inicial es nula pues el sistema parte del reposo. Despejando:

2 2 Wneto
Vf =
m

Evaluando:

vi =5,51826 m/s.

Otra forma de obtener el mismo resultado, es notando que si la altura inicial del bloque
respecto al suelo es h, la energia inicial es E; = mgh y la energia después de recorrer
una distancia d sobre el plano es:

Ei = mg(h— dsina) + %mvf2

Ambas se relacionan a través de

Ef = Ei + Wypee = mgh — 10,5948 = mg(h — 2sina) + %mvf2

—10,5948 = —2mgsin o + %mvf2

Evidentemente, se obtiene el mismo resultado.
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Momeéentum vy colisio-
hes

En los capitulos anteriores hemos visto que si sabemos cual es la fuerza que actua
sobre un cuerpo en cualquier instante de tiempo podremos en principio determinar
todos los detalles de su movimiento. Sin embargo, existen diversas situaciones en las
cuales resulta muy dificil determinar la forma exacta de la fuerza, como por ejemplo,
cuando chocan dos autos o cuando una raqueta de tenis golpea una pelota. Para el
analisis de este tipo de problemas veremos que es muy util definir una nueva cantidad
denominada moméntum (o cantidad de movimiento) p que esta asociada tanto a la
masa del objeto como a su velocidad:

p=mv. (4.1)

En el capitulo 2 enunciamos la segunda ley de Newton como: “En un sistema iner-
cial, el cambio de la cantidad mv de un objeto es igual a la fuerza neta que actua sobre
el”. Este enunciado puede ser expresado en términos de la cantidad de movimiento
como: “En un sistema inercial, la tasa de cambio del moméntum de un objeto es igual a
la fuerza neta que actua sobre éI”, lo que matematicamente se puede expresar como:

— d_‘
F=== 4.2
o (4.2)
Es decir, la fuerza F que actia sobre un cuerpo nos dice cuél es la tasa de variaciéon de
su moméntum p. La ecuacion [4.2| es la forma mas general de escribir la segunda ley

105
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de Newton, ya que contempla los casos que hemos descrito en los capitulos anteriores
en los que varia la velocidad de un objeto de masa m, y ademas describe los casos
en que la masa del objeto cambia en el tiempo.

Como mencionamos anteriormente, existen diversas situaciones en las cuales la
fuerza que actua sobre un objeto cambia en el tiempo en forma rapida y muy dificil
de determinar, como por ejemplo, cuando se patea una pelota de futbol o cuando
chocan dos bolas de billar. En estos casos es dificil estudiar la dependencia temporal
de esta fuerza, por lo tanto, calcular una aceleracion en funcién del tiempo es muy
complejo. Ademas, no tiene mucho sentido desde el punto de vista practico realizar
una descripcion tan detallada si es que sélo nos interesa conocer el efecto final de
esta fuerza en el movimiento del objeto. De hecho, podemos relacionar los estados de
movimiento del objeto antes y después que la fuerza ha actuado sobre él mediante la
introduccién del concepto de impulso.

Se define impulso como el producto entre la fuerza promedio Fp que actua sobre el
cuerpo en el intervalo de tiempo en cuestidén, multiplicada por el largo de este intervalo
de tiempo, que denotamos como At (Fig. [4.1). Esto se expresa matematicamente
como':

J = FpAL. (4.3)

El impulso se relaciona con los estados de movimiento del cuerpo, antes y después
de la accion de la fuerza, de la forma,

J =B - b, (4.4)

donde pr y pr son el momentum final e inicial respectivamente. La relacion es
consecuencia directa de la segunda ley de Newton?.

Sistemas de particulas y conservacion del moméntum 4.3

En muchos casos de interés se tiene un sistema compuesto por dos 0 mas objetos
que interactuan entre ellos (fuerzas internas), y sobre los cuales ademas pueden
actuar fuerzas externas. Tal es el caso de colisiones entre dos (0 mas) cuerpos o
cuando una explosion hace que un objeto se fragmente en muchos pedazos. En esta
seccion veremos que: “La tasa de variacion del moméntum total de un sistema de

'Una definicion completa de esta cantidad se logra mediante la utilizacion del concepto de integral:
J= [, Fdt
2Demostracion: S F = md — S F = mv = Z(mv), integrando ambos lados de la ecuacion se

obtiene que, J = ftf’ (Z ﬁ) dt = tf’ (&(mv)) dt = (mV); — (mV); — J = pr — p.
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F(t)

At

Figura 4.1: Representacion gréfica de la variacion del médulo de una fuerza que cam-
bia rdpidamente en funcion del tiempo. La cantidad Fp representa el valor de la fuerza
promedio que actlua sobre el cuerpo en el intervalo de tiempo At.

particulas corresponde a la sumatoria de todas las fuerzas externas que actuan
sobre él”. Una consecuencia muy importante de esto Ultimo es que en la ausencia
de fuerzas externas el moméntum total de un sistema de particulas se mantiene
constante (se conserva).

Para comenzar a entender esta importante afirmacion recurriremos primero al caso
particular de la colisién entre dos cuerpos, en la ausencia de fuerzas externas, que es
una de sus aplicaciones mas importantes. Consideremos entonces la colision entre
dos particulas de masa m; y mo, representada en la figura . Antes de la colisidon
las particulas tienen velocidades vy; y Vo; y después de la colisién las velocidades son
Vit Y Vo respectivamente.

Aplicando la ecuacion (4.4|a la particula de masa my, nos queda:

J =B — B = Far At = my(Vis — Vi) (4.5)

donde F,; es la fuerza promedio que la particula de masa ms, ejerce sobre la particula
de masa my en el intervalo de tiempo At que durd la colisién. Andlogamente, también
podemos aplicar la ecuacion a la particula de masa m., que nos da:

FiaAt = mo(Vor — Vj) (4.6)
y ahora 13'12 es la fuerza promedio que la particula de masa m; ejerce sobre la particula

de masa m, durante la colisién. Luego, sumando las ecuaciones 4.5y [4.6] se obtiene
que:

ﬁ21At + ﬁ12At = m1(V1f — \71/) + m2(\72f - ‘72i) (47)
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Antes de la colision Durante la colision Después de la colisién

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Figura 4.2: Representacion de una colisién entre dos particulas de masa m; y mo.
Antes de la colision las particulas tienen velocidades v;; y vo; y después de la colision
las velocidades son Vyr y Vor respectivamente.

Agrupando términos obtenemos que:

(Fa1 + Fio) At = (MyVys + MaVar) — (M4 Vi + Maay) (4.8)

_ Pero de la tercera ley de Newton (principio de accion y reaccion) sabemos que
Fio=—Fo, por lo tanto se obtiene que Fi» + Foy = 0. Asi, la ecuacion 4.8/ nos queda:

(M1 Vas + MpVor) = (M1 Vq; + MaVa;) (4.9)

De este resultado podemos notar que el lado derecho de la igualdad es justamente
el moméntum inicial total del sistema, esto es 137,- = (my V4;+Mu ), y del mismo modo el
lado izquierdo de es el moméntum final total del sistema, Py = (my Vi + MoVar). Por
lo tanto, podemos decir que en una colisién se cumple que el moméntum del sistema
completo se conserva, esto es:

Pri = P (4.10)

Vemos que este resultado confirma nuestra afirmacion inicial de que en la ausencia de
fuerzas externas no existe variacion en el moméntum total del sistema de particulas.
Notamos ademas que en la derivacion de este resultado fue clave el uso del principio
de accidn y reaccidn, el cual es responsable del hecho de que las fuerzas internas se
cancelan de tal manera que no tienen efecto sobre el moméntum total. Mas adelante
demostraremos que estas mismas ideas basicas se pueden generalizar para sistemas
de N particulas.
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| : ENTENDISTEST? 4.1

Considere dos particulas de masa m que se mueven inicialmente a lo largo de una
misma linea recta, ambas con rapidez v pero en direcciones opuestas. Si en cierto
instante estas particulas chocan y quedan pegadas, ¢con qué velocidad se mueven
después de la colisién?

Ejemplo 4.1

Consideremos dos particulas de masas my M, restringidas a moverse (sin roce)
a lo largo de un eje X. Supongamos que la particula m incide desde la izquierda con
velocidad vy y se mueve hacia la particula M, que inicialmente se encuentra en reposo.
Suponga que las dos particulas colisionan, quedando una adosada a la otra, forman-
do una Unica particula de masa M + m. ;Con qué velocidad se movera esta nueva
particula después de la colisién? ;Se conserva la energia cinética en esta colisién?

\70
m — M

Solucién

Podemos utilizar el principio de conservacién del moméntum, ya que sobre el sis-
tema {m, M} no hay fuerzas externas actuando sobre él. Por lo tanto, antes de la
colisién, se tiene que:

P = mV07 + MO; = mV07
y después de la colisién tenemos que:

(m+ M)

<!

P = (M+ m)vi

Dado que el moméntum total se conserva, se obtiene que:

mvoi = (M + m)vi
Luego, la velocidad con que se mueven las particulas después de la colisién es:

mvy 'I\

V=
M+m
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Ahora veamos que ocurre con la energia. Sabemos que la energia cinética inicial
es:

mientras que la final es,

1 mPv@ m

“2M+m  'M+m

de esta ultima expresion, podemos notar que la energia cinética final es igual a la
energia cinética inicial multiplicada por un factor que siempre es menor que 1. Por lo
tanto podemos concluir que la energia cinética no se conserva en esta colisién. De
hecho, éste tipo de choques, donde las particulas quedan unidas, se llama choque
perfectamente inelastico, y es justamente en estos casos donde se pierde la mayor
cantidad de energia mecanica 3. Por el contrario, un choque en el cual se conserva la

energia mecanica, se le llama choque perfectamente elastico.

Ki

Ejemplo 4.2

Ahora consideremos la misma situacidn anterior inicial pero con el choque comple-
tamente elastico.

Solucion

En este caso las dos masas no se moveran con la misma velocidad después del
choque, por lo tanto el moméntum final es:

Pf = mef7 + MVMf7
Asi, la ecuaciéon de conservacion del moméntum es:

mvoi = mefi + MVMfi

esta es una ecuacion vectorial, y para que se cumpla la igualdad el médulo del vector
de la derecha tiene que ser igual al de la izquierda, o sea:

mvog = MV + MVMf
Luego, considerando que en este caso la energia cinética se conserva, se tiene
que:

1 1 1
K=K — Emv(? = émvﬁ,f + EMV,\Z,,f

Juntando estas ultimas dos ecuaciones se obtiene:

3Es importante mencionar que la energia no se pierde, de hecho generalmente se transforma en
energia interna de los cuerpos.
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1 1 1
Em(vmf +avyy)? = Emv,znf + EMV,\ZJ,r

donde o = % Luego desarrollando la ecuacién anterior, se obtiene:

VS,”: + 2meOéVMf + 042 V/\Z/If = ,if + OzVA%,f

2me + aVyr = Viyr

_(1-a)
Ve = 5 Vit

Ahora podemos reemplazar este resultado en la ecuacion proveniente de la con-
servacion del moméntum, y se obtiene que:

(1-a) (1+a)

W = TVMf +aVyr => W = 5 Ve
Finalmente, la velocidad final de la particula de masa M esta dada por:
Ve = LVo
(1+a)

y con este resultado se obtiene que la velocidad final de la particula de masa m esta
dada por:

(1-0a)
(1+a)
Note que si ambas masas son iguales, esto es a = 1, las velocidades de las masas se
intercambian. Esto es, la particula de masa m después del choque queda en reposo
y la particula de masa M se mueve con velocidad final vy. En el caso que m < M,
entonces la particula de masa m adquiere una velocidad negativa después del choque,
esto significa que sale en direcciéon —i, y la particula de masa M sale en direccién
i. Cuando m > M, ambas particulas después del choque salen con velocidad en
direccion i.

Ve = Vo

Consideremos ahora el caso mas general. Tenemos un sistema compuesto por N
particulas, cada una de las cuales puede estar sometida a fuerzas externas o a fuerzas
de interaccidn con las otras particulas del sistema (fuerzas internas). La variacién del
moméntum total del sistema es entonces

N N
dPr S =
W:Zmia,:z i (411)
i=1 i=1
La fuerza total que actua sobre la particula i corresponde a la suma de las fuerzas
externas e internas

N
Fi= Fext,i + Z i s (4-12)
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donde F.; es la suma de todas las fuerzas externas actuando sobre la particula i y

Fji es la fuerza que ejerce la particula j sobre la particula i (F; = 0). Reemplazando en
la ecuacién anterior tenemos

N
% - Z Foxti + Z Z F;. (4.13)

Pero sabemos que el principio de accion y reaccion nos dice que F; = —Fj, por lo que
es facil ver que la segunda sumatoria sera cero. Finalmente:

(4.14)

donde F.; es la suma de todas las fuerzas externas que actuan sobre el sistema. Es
decir, como afirmamos al comienzo de esta seccion, la tasa de variacién del momén-
tum total del sistema corresponde a la resultante de las fuerzas externas que actuan
sobre él.

Para entender el concepto de “centro de masa” pensemos primero en el ejemplo
mas sencillo: Un sistema de particulas compuesto por s6lo dos masas idénticas si-
tuadas a lo largo del eje x. Si nos preguntamos cual es el “centro” de las masas que
componen este sistema, la respuesta es sencillamente el punto medio entre ambas
particulas. Ahora, si una de las particulas tiene una masa mucho mayor que la otra,
inmediatamente nos damos cuenta de que este “centro” que estamos buscando debe
estar mas cerca de la masa grande que de la pequefia. Basicamente, lo que estamos
pensando es que al calcular este “centro de masa” debemos tomar en cuenta no sélo
la posicion de las particulas, si no que también qué porcién de la masa aportan al
sistema. Matematicamente todo esto es capturado correctamente por la posicion del
centro de masa (CM) dada por

- m1F1 +m2F2+...
Fom = (4.15)
my+ms+...

Es decir, corresponde al promedio de las posiciones de las masas (r;) ponderadas por
la fraccion de la masa total que aporta cada una al sistema (m;/(my + mz + ...)).

Ejemplo 4.3

Dos particulas, una de masa my la otra de masa 2m se ubican sobre el plano xy
en las posiciones (0, a) y (b, 0) respectivamente, como se muestra en la figura. ¢ Cual
es la posicion del centro de masa del sistema?
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Solucién
Para encontrar el centro de masa del sistema basta con reemplazar los valores
correspondientes en la ecuacién (4.15):

Fo = 10: &) ; nfm(b’ O _ (2b/3,2/3). (4.16)

Intuitivamente esperamos que el centro de masa se ubique a lo largo de la recta que
une las dos masas cuya ecuacion es y = a — (a/b)x. Reemplazando los valores ob-
tenidos para la posicién del CM es facil ver que este punto efectivamente pertenece a
esta recta. También es sencillo notar que el CM esta mas cerca de la masa 2m que de
la masa m, como era de esperatr.

Tomemos ahora la ecuacién (4.15), multipliquemos a ambos lados por la masa
total Y ° m; = M y derivemos respecto al tiempo. Este ultimo paso lo Unico que hace es
convertir las posiciones en velocidades y tenemos finalmente,

MVCM=m1V1+m2V2+...=25j=ﬁT- (417)
J

Es decir, la masa total por la velocidad del CM corresponde al moméntum total del
sistema. Como aprendimos anteriormente, la tasa de cambio en el moméntum total
del sistema estd dada por la suma de las fuerzas externas que actuan sobre él, de
manera que tenemos

> Fext = Méoy. (4.18)

En particular, es importante notar que en la ausencia de fuerzas externas la veloci-
dad del CM de mantiene constante.

| : ENTENDISTEST? 4.2

Considere dos particulas de masa m que se desplazan a lo largo de una misma
linea recta. ;,Con qué velocidad se mueve el centro de masas en los siguientes dos
casos?
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(a) Ambas particulas se mueven con velocidad v.

(b) Una de ellas se mueve con velocidad v y la otra con velocidad —v.

Ejemplo 4.4

Una bomba que se encuentra inicialmente estatica en el origen del sistema de
coordenadas explota fragmentandose en tres partes de igual masa M. Después de la
explosion, uno de los fragmentos se mueve en la direccion positiva del eje x con una
rapidez vy, mientras que otro se desplaza en la direccién positiva del eje y con rapidez
Vvo. ¢,Cudl es la velocidad v; de la parte restante?

Solucion

El centro de masa tiene inicialmente velocidad cero. Como no existen fuerzas ex-
ternas aplicadas sobre el sistema, la velocidad del centro de masa después de la
explosion debera seguir siendo nula. Sabemos ademas que los vectores velocidad
asociados a los primeros dos fragmentos son V; = vyX y Vo = Wwy. Como las tres
masas son iguales tenemos

VCM=%(\71 + Vo + V3) = 0. (4.19)

Es decir, las velocidades se deben anular y la velocidad de la tercera masa después
de la explosion es
\73 = —\71 — \72 = —V1)A( — ng\/. (420)
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Problemas resueltos 4.5

| Problema 4.1

Para entender las ventajas que puede tener el uso del concepto de momentum en
la solucion de problemas, revisitaremos el Problema 2.10b: Una caja de masa m se
mueve con rapidez vy sobre una superficie horizontal sin roce y al final de su camino
logra posicionarse sobre un bloque de masa M, tal como se representa en la figura. El
bloque se puede deslizar sin roce sobre el hielo y el coeficiente de roce entre la caja
y el bloque es u. Si la caja se desliza sobre el bloque hasta que finalmente queda en
reposo con respecto a éste. ;Cual es la velocidad del conjunto una vez que la caja
queda en reposo?

Solucién

Para solucionar este problema en el Capitulo 2 fue necesario utilizar diagramas de
cuerpo libre y ecuaciones de movimiento. Sin embargo, con los conocimientos adquiri-
dos en el presente Capitulo el problema se puede replantear de forma que su solucion
es muy simple.

Nos damos cuenta que, las situaciones inicial y final de este problema corresponden
a lo que hemos denominado un choque perfectamente inelastico. Es decir, hay una
colision entre dos masas, durante el proceso de la colision las Unicas fuerzas relevan-
tes son internas -roce en este caso- y las dos masas se mueven juntas después del
“choque”. Usando simplemente la conservacién de momentum tenemos,

mvi=M+m)v — v= Vo, (4.21)

donde v es la velocidad final del sistema. jEn sélo una linea de calculo hemos obtenido
el resultado deseado!
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Problema 4.2

Dos bolas de marfil B; y B, de masas my y m, estan suspendidas de dos hilos inex-
tensibles de longitud /. Las bolas se tocan cuando los hilos estan verticales. Si despla-
zamos B; de su posicion de equilibrio un angulo ¢ y luego la soltamos, entonces se
movera y chocara con la bola 2, que estaba inicialmente inmovil. Para esta situacion
calcule:

(a) La velocidad de B; justo antes de impactar a B..
(b) Las velocidades de ambas bolas justo después de la colisién.

(c) La altura maxima que alcanzara cada bola después del choque, considerando que
my = Mo.

Solucion
a) Si fijamos el cero de la energia potencial a la altura del centro de masa de la bola
B, se tiene que inicialmente la energia de la bola B; esta dada por:

Ei =mg(l — Icos ¢).

Como no existen fuerzas disipativas actuando sobre my, su energia justo antes del
choque sera igual a su energia inicial, luego

1
E> = §m1V12,-= E,,

de manera que

migl(t — cosg) = LV

vii = v/2gl(1 — cos ¢).
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b) Notar que existen fuerzas externas netas actuando sobre el sistema {m;, m.}, ya
que la gravedad actua sobre ambas masas. En este caso, asi como en la mayoria de
los choques, debemos recurrir a la llamada aproximacion del impulso. Esta consiste
en considerar que las fuerzas entre los cuerpos involucradas en la colision son varios
ordenes de magnitud mayor que cualquier otra fuerza externa involucrada, durante
el tiempo 4t que dura la colision. Es decir, durante ese intervalo podemos pensar
que es una buena aproximacion no tomar en cuenta las fuerzas externas y aplicar
conservacion de moméntum:

~ — ~

ﬁ,’ = (m1 Vi + m2V2,')X = pPr = (m1 Vi + m2V2f)X,

donde v,; = 0 ya que la esfera 2 se encuentra inicialmente en reposo. Asi,

MVyi = MVis + MaVor.
Ademas, como el choque es perfectamente elastico, se conserva la energia,

1 1 1

Por otra parte, de la conservacién del moméntum despejamos vy

my (V4 — Vi)

Vor =
mo

Luego, reemplazando esto ultimo en la ecuacion para la conservacion de energia,

2
1 1 1 my(vq; — Vi)
2 2 1\ 1f
—MVi==MVi+ M | ———
mo

Como sabemos que la velocidad de my no es exactamente la misma antes y después
del choque, la unica solucion con sentido fisico es

my — Mmo
Vie=Vii |l ———— | -
my +mo
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my
Vor = 2v4; ( ——— | ,
my + mo

donde v;; fue obtenida en la parte (a).

Entonces,

c) Notar que si my = mo, viy = 0y vor = v4;. Es decir, la bola 1 se queda quieta y
transfiere su moméntum a la bola 2. En este caso, por conservacion de la energia es
facil ver que la altura maxima de la bola 2 sera la misma desde la cual se solt6 la bola
1.

Problema 4.3

Sobre un saco de arena de masa M que pende de un hilo, se dispara una bala de
masa m. Producto del impacto el saco de arena se eleva hasta una altura h antes
de empezar a caer nuevamente. Por otra parte, la bala atraviesa el saco y recorre
una distancia horizontal d antes de pegar en el suelo que se encuentra y por debajo
del lugar de impacto con el saco. Calcular la velocidad de la bala en el momento del
impacto.

Solucion
Por conservacién del moméntum lineal tenemos que

mv =MV +mv,

donde V es la velocidad del saco inmediatamente después del choque, mientras que
vy v/ son las velocidades de la bala inmediatamente antes y después del choque. La

velocidad inicial de la bala es
y MV + mv/

m

Para obtener V podemos utilizar el principio de conservacion de la energia, de manera
que la energia cinética de M se transforma en potencial

%MVQ = Mgh — V = \/2gh
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v
o
m

Ahora, para obtener v’ fijamos un sistema ortogonal cuyo origen se encuentra en el
lugar del impacto. De esta forma,
x(t)= V't
(1) = — 5o
y - 29

El tiempo de caida se obtiene imponiendo que en ese instante la altura sea igual a -y

4
caida g
Luego,
d = V'taiga
-V =d %
Finalmente,
M [ 9
V = E Zgh + d g
| Problema 4.4

Una masa M cuelga de una cuerda de largo /, y se eleva hasta una altura h con
respecto al nivel del suelo. Se suelta y choca elasticamente contra una particula de
masa m = M/2 -inicialmente en reposo- que desliza por el trayecto horizontal AB de
largo d, cuyo coeficiente de roce con la masa es ¢ = 1/3. En B la masa m entra
a un riel circular sin roce de radio R = d/2. Al salir de esta trayectoria circular, la
masa puede deslizar por una superficie sin roce, que termina en una muralla que tiene
adosado un resorte de constante k.

(a) Calcular la velocidad de M junto antes de impactar a m.
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(b) Calcular la energia de la masa m al llegar al punto B.

(c) Calcular la minima altura h que debe darse a M para que la masa m alcance a
pasar por el aro sin caer.

(d) Si h es dos veces el valor encontrado en ¢, encuentre la maxima compresion del

resorte.
0 R
| 5
/ |
M ; k
Ih m APV
A//////////////////B
Solucion

a) Para encontrar la velocidad de M en el punto A, justo antes de chocar a m usa-
mos conservacion de la energia. Si escogemos en el suelo el nivel cero de energia
potencial gravitatoria, la energia inicial de M es simplemente:

E; = Mgh,
en tanto que su energia cuando alcanza el punto A es

Ef = MVz.

1
2
Por conservacién de energia tenemos entonces,

v =+/2gh.

b) Tomando como sistema {M, m}, es claro que el moméntum total se conserva desde
justo antes y justo después de la colisiéon (usando la aproximacion del impulso expli-
cada en el Problema 4.1). Luego, antes del impacto

5,' = M\/2gh)“(,

y justo después de impacto
Pr = (Mviy + mvm) X.

Luego, por conservacion del moméntum

M-/ 2gh = MVfM + MViy.

Como m =

N

Vim

Vim = 2g —7.
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Ademas, como el choque es elastico, se conserva la energia

1 1 1
§M2gh = EMVﬁVI + émegn

4gh = 2v3, + V2,

— 4gh=2(\/2gh - %)2 YV,

Resolviendo se obtiene

4
La energia de la masa m justo después del choque es puramente cinética, esto es,

1
EA = —ngn =

5 —6mgh.

9

La superficie AB es rugosa. La fuerza de roce que actia sobre m en ese trayecto esta
dada por

-

Fr = —uNX = —umgk

y el trabajo que realiza la fuerza de roce sobre m durante el trayecto AB es

Por el teorema de energia-trabajo, la energia de m al alcanzar el punto B esta dada
entonces por

Eg=En+ W= %mg(16h—3d).

c) Una vez que m entra al loop de radio R = d/2, se conserva la energia ya que
sobre él actua soélo la fuerza de gravedad (conservativa) y la normal que es siempre
perpendicular al desplazamiento, y por lo tanto no realiza trabajo. Llamemos P al punto
superior del loop. Si m alcanza a llegar a P sin caerse, podemos calcular la velocidad
que tiene en ese punto usando conservacion de la energia,

1 1
Ep = émv,% +2mgR = émv,% + mgd.

Como Ep = Ep,
%mg(16h —3d) = %mv,?> + mgd
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-~

7N

N

N

mg

Por otra parte, la ecuacion de movimiento para la masa m a lo largo del eje radial en

el punto P esta dado por
2

m%:mg+N

donde la normal debe ser N > 0 para que la masa m no pierda contacto con el riel. En
el caso limite tenemos N = 0, por lo que el valor minimo de de la velocidad debe ser

2 gd 8g

VPmin=gR=_ = _(4h_3d)-
2 9
De esto ultimo obtenemos la altura minima a la que debe elevarse la masa M para
que m alcance a pasar por el riel circular sin caer
57

hm,‘n = 6_4d

d) A partir del punto B, el resto del camino que recorre m es liso, y por lo tanto la
energia m se conserva. Usando

Eg = %mg(16h —3d),

con h =2~

Eg = Fmgd.

Una vez que llega m al resorte y se alcanza la maxima compresion, la energia de m
esta dada por

1
Ef = ékéz
en que ¢ es la compresién maxima del resorte. Por conservacién de energia, entonces
tenemos 17 ]
—mgd = —ké§?
6 9972

[17mgd
— 0= 3k
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| Problema 4.5

Una bala de masa m que viaja horizontalmente se incrusta en un bloque de madera
de masa M que estad unido a un resorte espiral de constante k, como se muestra en
la figura. Luego del impacto el resorte se comprime una longitud maxima ¢. Sabiendo
que el coeficiente de roce entre el bloque y el suelo es p, calcular en funcién de éstos
datos la velocidad de la bala antes del choque

m k
w— M W

L7777 77777777777777777777777

Solucion
Por conservaciéon del moméntum y considerando que después de impacto la bala y el
bloque se mueven juntos

mv=(M+m)V,

donde v es la velocidad inicial de la bala y V la velocidad inmediatamente después
del choque del sistema bloque + bala. Ahora, el trabajo de la fuerza de roce entre el
instante del impacto y el de la maxima compresion ¢, es simplemente

W= —u(M+ m)gd

Por el teorema de energia-trabajo
W=E—E
1

— (M + m)gx = %/«52 — 5(M+m)V2.

2
v \/2M(M+ m)gx + ko?
M+m

De la conservacién del moméntum, finalmente obtenemos la velocidad inicial de la
bala

m+M, m+ M\/2p(M+m)g6+k52
m m M+ m

| Problema 4.6

Un grupo de 2N alumnos se reune en el concurso Jump UC, que se realiza en el espa-
cio estelar, donde se pueden despreciar fuerzas gravitacionales. Compiten 2 grupos,
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cada uno de N personas, e inicialmente cada grupo se encuentra sobre un carro de
masa M en reposo. El problema consiste en como lograr la mayor propulsion para el
carro. El primer grupo establece que ésta se logra cuando todos saltan juntos al mis-
mo tiempo. El segundo grupo, establece que es mejor que vayan saltando de a uno.
Suponga que cada persona es capaz de saltar con velocidad v relativa al carro. ¢ Cual
grupo tiene raz6on?

rZ

PR !

Solucion
Veamos qué ocurre en cada situacion.

Inicialmente P; = 0, pues todo se encuentra en reposo. En el primer caso, en que todos
saltan juntos, se debe conservar el moméntum antes y después del salto. Esto es

Pf=MVCarro+NmVp=Pi=o.

‘x\_,vp
// \\
l/ ‘\
i EC.
i
Vv ' I Nm
¢ \ 1
— \ /
\ /

b — 3

|

donde Vv, es la velocidad de una persona después de saltar.

Ahora, se sabe que cada persona salta con velocidad relativa al carro igual a v. Asi,
es facil notar que su velocidad absoluta es

Vp = Vcarro + V.

Entonces,
MViaro = —Nm (Vcarro + V)

Ve = 0 (T
carro — M+Nm .
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Ahora analicemos el segundo caso, en que cada persona salta una después de la otra.
En la figura se muestra el primer salto.

N-1
r A N

m
(p.)

Sea V. la velocidad del carro luego del salto de la primera persona. Por conservacion
de moméntum,

donde la velocidad absoluta de la primera persona que salt6 es

Asi,
(M+(N—=1)m) Ver + m (Ver + V) =0

= Vo =7 (371 )

Ahora, repetimos el analisis para cuando salta la segunda persona. Por conservacién
de moméntum,

(M+ (N —2)m) Vo + (Voo + V)M + (V51 + V)M = 0.
Usando el resultado anterior,

. . ., m
(M+(N—1)m)vcg+2mv—mvm=0

= = m
(M+(N—1)m)vcz=mV(m—2)

Finalmente,
. m@2M+2Nm — m)

Voo = —V .
e (M + (N —1)m)(M + Nm)
Tratemos ahora de hacer un analisis mas general. Situémonos en el momento en que

han saltado j personas y consideremos Unicamente el sistema formado por las (N — j)
personas restantes.

El moméntum de este sistema en ese instante es
P = (M +m(N — )V,
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N-j j

/—J% A
r N\
m m- m m
T cd LA g L C

Lo

El moméntum de este mismo sistema luego del salto de la j + 1-ésima persona es

Pr=m(M+ (N —j— 1)V, +mi,,,

donde v, = Vg, + V.
Nuevamente, por conservacién de momentum,

(M+m(N — j —1))Ve,, +m(Vg,, + V) = (M+m(N — ))Vgy
(M +m(N —j))\7cj+1 +mv = (M+ m(N — j))Vg,.

Se obtiene la siguiente relacion de recurrencia para velocidades sucesivas del carro,

Ve =Y. — ¥ m
o =0T M m(N =)

Dado que la misma relacién es valida si cambiamos j por j — 1, tenemos que,

m R m
MsmN—j+1) ' (M+m(N—j)

Ve = Vo y — V(

Si se sigue reemplazando la formula de recurrencia para j cada vez menor legamos a
J

o = = m
Vou = Vel =V D (01 N =)
i=1

/ m
Vo ==V (M+m(N— )

i=0

La velocidad final del carro sera entonces
N

o - - m
Vears = Vou = V2 (4 (N =7
0

1

1=

N
— — m
= Vearo = =V ) < (M+m(N—i+1)

i=
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Recordemos que, en el caso en que todos saltan juntos

_ . Nm N m
Vearro = =V (M+ Nm) - _"; M+ Nm'

Para comparar ambos resultados observamos que

m < m
(M+m(N—i+1) _ M+Nm’

para i = 2,3,4,...N. De esta forma, concluimos que la mejor opcién de propulsiéon es
que las personas salten una por una.

| Problema 4.7

Una bola de masa M y radio R incide sobre un par de esferas del mismo radio, y de
igual masa m # M, como se muestra en la figura. La velocidad inicial de M es vy y el
choque es perfectamente elastico.

a) Dada la geometria del choque, calcule el angulo que forma la velocidad de salida
de las esferas idénticas con la direccion de incidencia.

b) La relacion entre las masas my M es tal que justo después del choque la esfera
incidente se queda detenida. Determine el valor de M/m.

Solucién
a) Durante el impacto, sobre la esfera superior derecha actuara una fuerza de interac-
cion con M en la direcciéon normal a la superficie en el punto de contacto. Esta fuerza
formara un angulo ¥ con la direccion de incidencia (horizontal). Por simple geometria
se ve que

Por supuesto, dada la simetria del problema, lo mismo ocurrira para la esfera inferior.
Es decir, la velocidad de salida de las esferas idénticas formara 30 grados con la hori-
zontal.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b) En el sistema de las 3 masas, el moméntum se conserva en todo instante. Si V;
es el mdédulo de la velocidad final con que emergen las esferas de masa m, podemos
escribir el momentum final e inicial del sistema como,

Pr = MvokX = mV; (cos 30X + sin 307) + mV; (cos 30X — sin 30)

pi = Mvpx = 2mV; cos 30X.

Por otra parte, dado que el choque es elastico, se conserva la energia,

%Mvo2 =2 x %mvf2 = mV?

/| M
— %v(,: V;.

Luego, por conservacion de momentum en X,

Mvy = 2mcos 30vp1/ %

— — =2¢c0s%30 = g

3

Problema 4.8

Un bloque de masa M descansa (en reposo) sobre una mesa horizontal a una altura
h sobre el piso tal como se muestra en la figura. Una bala de masa m = M/9 incide
sobre el bloque y se incrusta en él. Luego del choque el sistema m-M se mueve sobre
la superficie rugosa de la mesa con un coeficiente de roce dinamico pu.

a) ¢ Qué porcentaje de la energia inicial de la bala se pierde inmediatamente después
del choque?

b) ¢ Qué relacion debe haber entre i, d 'y g para que el sistema m— M alcance a llegar
hasta el final de la mesa?

c) ¢ Si el sistema m— M llega hasta el final de la mesa, a qué distancia (medida a partir
del punto A) aterriza en el suelo?
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Solucion
a) El moméntum del sistema {m, M} se conserva justo antes y justo después del
impacto. Esto es,

mvy = (M + m)vs

mvy
M+m

Con esto, la energia cinética del sistema m-M justo después del impacto es

— V¢ =

1 mPv@ m
K= g m = (irem) <

donde K; = 1/2mv¢ es la energia cinética inicial. Usando que m = M/9,

1

Kf=ﬁ

Ki.

Es decir, se pierde un 90 % de la energia inicial en el choque inelastico.

b) Llamemos ahora E; a la energia del sistema m-M justo después del impacto,
1 mPv
"To2M+m

Suponiendo que el sistema alcanza a llegar al borde de la mesa, en ese instante se
tendrd una determinada energia cinética E;.

Se cumple entonces
Ei = Ei + Wioce,
donde el trabajo de la fuerza de roce es, simplemente

Wioce = —p(M + m)gd.

De esta forma,
_1 i
T2M+m

La condicion para que el sistema efectivamente llegue al borde de la mesa es que
E;>0

=

— u(M+ m)gd.

1 mPv@
2M+m

> (M + m)gd
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c) La velocidad que adquiere el sistema m-M al llegar al borde de la mesa -suponiendo
que se cumple la desigualdad recien encontrada- estd determinada por

2.2
2 m=vyq

Vf = m —2[1,gd

A partir de ese instante se puede tratar el problema como un simple lanzamiento de
proyectil.

<>

Las ecuaciones de movimiento son
x(t) = vt

_p_ 9t
y(t) = 5

El tiempo que demora en caer se determina a partir de la ecuacion

_o-n- 9
yit)=0=h-=7

Finalmente, la distancia a la que cae medida desde el punto A es

2h
X(t) = vy | —.
(t) = v g



Moméntum angular vy
torque

Introduccion 5.1

Hasta ahora hemos visto que existen dos cantidades fundamentales para el estudio
de la dinamica de los cuerpos: el moméntum lineal y la fuerza. En este capitulo intro-
duciremos dos cantidades intimamente relacionadas con estas ultimas: el moméntum
angular y el torque. La definicién de estas nuevas cantidades nos permitira resolver
una amplia variedad de problemas que no serian sencillos de abordar de otra forma.
Para estudiar los conceptos antes mencionados y seguir adecuadamente la metodo-
logia propuesta en este capitulo, es fundamental que el alumno ya haya aprendido y
domine los conceptos de vectores y producto vectorial (ver Apéndice [A).

Moméntum angular 5.2

El moméntum angular es una cantidad fisica que nos dice qué tanto “movimiento
rotacional” tiene un determinado objeto. Esto es analogo a la “cantidad de movimiento”
gue nos entrega el moméntum lineal. Para definir esta nueva cantidad rigurosamen-
te, consideremos primero el caso mas sencillo de un sistema formado por una sola
particula de masa m que se mueve con velocidad V respecto a un punto Q como se
muestra en la Fig.[5.1]

131
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Figura 5.1: Particula de masa m que se mueve con velocidad Vv respecto a un punto
Q.

El moméntum angular de esta particula respecto al punto Q esta dado por

LQ=(F—FQ)><5=(F—FQ)><m\7 (51)

donde 7 es el vector posicion de la particula respecto al origen del sistema de coor-
denadas, V es su velocidad y rg es el vector posicion del punto Q. Es muy importante
tener en cuenta que el moméntum angular depende del punto respecto al cual se
desea calcular; en este caso el punto Q. Enfatizamos este concepto con el subindice

Qen Lo.

Ejemplo 5.1

A modo de ejemplo expresaremos el vector Ly en el sistema de coordenadas par-
ticular de la Fig.[5.2] en el cual su origen coincide con el punto Q y la velocidad v de
la particula esta en la direccién X .

y

Figura 5.2: Particula de masa m que se mueve con velocidad v en direccién X.

Aqui el moméntum angular respecto a Q, que en este caso coincide con el origen
O, es:

Lo=7xp=(ak+by) x (mv&) =amv(k x X) + bmv(y x X) = bmv2. (5.2)
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En este resultado es importante notar que éste no depende del valor a, de hecho
sblo importa la componente del vector 7 que es perpendicular a v. Recuerde que 2
es un vector unitario perpendicular al plano xy.! Note que el valor de EQ = bmvz es
independiente del sistema de coordenadas utilizado.

Para un sistema compuesto de mas particulas, el moméntum angular total se defi-
ne como la suma del moméntum angular de cada particula. Esto es,

N N
Liot = 1y ><P1+f2><,02+m+fN><PN=ZI’i><Pi=Zfi><mi\7i (5.3)
i=1

i=1

donde N es el numero de particulas que componen el sistema, y el subindice i denota
la cantidad correspondiente asociada a cada particulas.

Ejemplo 5.2

Una particula de masa my parte en t = 0 desde la posicién r; = ak y se mueve con
velocidad constante v; = —v; . Por su parte, otra particula de masa m, parteen t =0
desde 7> = by y se mueve con velocidad constante v; = —va(X + §)/v2.

(a) Calcule el moméntum angular total en torno al origen del sistema de coordenadas.

(b) Encuentre el moméntum angular total del sistema en torno a la posicién (0, b/2).

Solucién

(a) Al calcular el moméntum angular respecto al punto O, nos damos cuenta de
que para la particula 1 la velocidad es paralela a la posicion y por lo tanto el producto
cruz entre ambas es cero y no contribuye al moméntum angular. Para la particula 2
vemos que la componente y de la velocidad también es paralela a la posicion y por lo
tanto sélo la componente x contribuye al momento angular. Obtenemos finalmente,

. . 5 Vo . ~
L = fo X MoVo=—Mob——(y X X 54
tot 2 b Vo > \/§(y ) (5.4)
mebvs
= Z. 55
V2 (5:3)

(b) En lo que respecta a la particula 2, su posicion tiene ahora la misma direccion
pero la mitad de la magnitud que en el caso anterior, por lo que es facil ver que su
contribucién al moméntum angular total es

mebvs

/2 Z. (5.6)

'Si el estudiante no ha aprendido el concepto de producto vectorial (o producto cruz), es muy impor-
tante que repase este concepto antes de continuar (ver Apéndice @)

—3/_
2 =
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Figura 5.3: Dos particulas de masa m; y m, se mueven con velocidad constante en el
plano “xy”.

Con respecto a O’ la posicion de la masa 1 es 7} = ak — 2 y recordando que la
componente paralela a la velocidad no contribuye al momento angular tenemos

. b . .
Ly = mvig(y x %) (5.7)
_ _’”12‘”12. (5.8)

Entonces, el moméntum angular total en torno a O’ es

= T mobve,  mibvy
L, = L1+L2=<22\/§2— 12 ‘)z (5.9)
b
= ——(mve — V2mv)Z. 5.10
2\/5( 2V2 1 1) ( )

Note que el signo menos que aparece en este resultado proviene del hecho que el
vector moméntum angular de la particula 1 apunta en sentido opuesto al de la particula
2, por lo tanto el moméntum angular total es la resta de ambos moméntum.

El torque es una cantidad vectorial asociada a las fuerzas que actuan sobre un
sistema, y nos indica la tasa de cambio del moméntum angular que estas fuerzas
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producen. El torque y el moméntum angular se relacionan de una manera analoga a
la relacidn entre la fuerza y el “moméntum lineal”, sin embargo, el torque al igual que
el moméntum angular, es una cantidad que esta referida a un punto espacial.

Nuevamente recurriremos al caso de un sistema compuesto por una sola particula
para introducir la definicidn de torque. Para empezar, tomemos el moméntum angular
definido en (5.1) y veamos cual es su tasa de cambio en el tiempo, es decir,

dLo dr . md\7
— = — + X m—-.
dat  dt dt
Pero dr/dt es precisamente la velocidad v y por lo tanto el primer término de la dere-
cha corresponde al “producto cruz” entre dos vectores paralelos que, como sabemos,
es cero. Nos queda entonces sélo el segundo término en el que notamos que aparece
mdv/dt = ma = F. A esta tasa de variacion de moméntum angular producida por una

determinada fuerza F aplicada en la posicion r de la llamamos torque (7):

(5.11)

-

F=FxF (5.12)

Al igual que el moméntum angular, esta cantidad depende de la posicidén respecto a
la cual se le quiere calcular, es decir, el punto respecto al cual esta tomada la posicion
??. La generalizacidén para un sistema de muchas particulas es directa, ya que el
torque total correspondera a la suma de los torques aplicados sobre cada una de
ellas, es decir,

N . N
For=Y hxF=> 7 (5.13)
j i=1

Ejemplo 5.3

Las particulas de masas m; y m. de la Fig.[5.4] se encuentran unidas mediante una
vara rigida de largo L, masa cero que forma un angulo de 45° con el eje x. La masa 1
esta sometida a la fuerza externa F. 1 = FX, mientras que la masa 2 esta sometida a

—

Fext2- — FX. Determine el torque total respecto al centro de la vara.

Solucién .
Primero notemos que las fuerzas que ejerce la vara sobre las masas (F,) no contribu-
yen, ya que su linea de accién pasa por el punto en torno al cual queremos calcular
el torque. Ademas, este problema se vuelve méas sencillo si notamos que r; = —r> y
Fi=—F., por lo que obviamente la contribucién de las dos fuerzas externas al torque
total es la misma. Entonces, tomando en cuenta que la componente de la posicién
paralela a la fuerza no contribuye al torque tenemos,

R = L
Tt = 2IH X F1 = —2——y x FX 5.14
Ttot 1 1 2\/5}’ ( )
FL

= Ez. (5.15)
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Figura 5.4: Sistema formado por dos particulas de masas m; y m. unidas por una
barra rigida sin masa, el cual esta sometido a la accién de las fuerzas F; y F..

Como vimos en el ejemplo anterior, la fuerza neta que actta sobre la particula i se
puede descomponer en fuerzas externas y fuerzas internas. Estas ultimas correspon-
den a las fuerzas ejercidas por las otras particulas que conforman el sistema. Esto es,

Fi= Fext,i"‘

J

N —
Fii, (5.16)

=1

donde l:',-,- es la fuerza que ejerce la particula j sobre la particula i. Obviamente Fi=0

ya que la particula no ejerce fuerza sobre si misma. Insertando este resultado en (5.13)
obtenemos

N
Tot=Y % Fexi+ Y 1 xFj (5.17)
i=1 i
Analicemos el segundo término de la derecha. Pensemos en un determinado elemento
de la suma, por ejemplo el correspondiente al par (1, j'), es decir, I x I:',, (note que éste
término corresponde al torque que ejerce la particula ubicada en r; sobre la particula
ubicada en r:). Existe otro término en la suma que corresponde a intercambiar estos
indices, es decir, rj; x F‘,, (que es el torque que ejerce la particula ubicada en 7, sobre
la particula ubicada en r;). Sumando estos dos términos y recordando que por el

principio de accion y reaccion Fjy = —Fj tenemos,
f;/ X I:j/,'/ + ,_j/ X I:i’j/ = (I_';/ — 6/) X I:j/,‘/. (518)

Pero la linea de accién de F;; es precisamente paralela al vector ri;; = (r: — ) que une
las dos particulas. Su producto cruz es entonces cero y concluimos que las fuerzas
internas no contribuyen al torque total aplicado sobre el sistema:

N
7_:tot = ZF; X Fext,i (519)
i=1




5.3. Torque 137

De esto se desprende directamente que, en ausencia de torques ejercidos por fuerzas
externas, no existe torque neto y por lo tanto el moméntum angular se mantiene cons-
tante o “se conserva”. Esto es muy similar a lo que ocurre en el caso del momentum
lineal y su conservacion en ausencia de fuerzas externas.

| : ENTENDISTEST? 5.1

Considere nuevamente el caso mostrado en la Fig. ¢, En qué direccion deberian
ser aplicadas las fuerzas F; y F, para que el moméntum angular del sistema perma-
nezca constante?

Ejemplo 5.4

Considere el alicate de corte mostrado en la Fig.[5.5, el cual es utilizado para cortar
un alambre de cobre mediante la aplicacién de dos fuerzas iguales y opuestas en su
mango. Si el mddulo de la fuerza de corte maxima que resiste el alambre cuando se
corta con este alicate es F., determine el valor del modulo de la fuerza aplicada F.

Figura 5.5: Vista lateral de un alicate cortando un alambre de cobre.

Para calcular el médulo F, consideraremos el diagrama de cuerpo libre de un solo
brazo del alicate (ambos son equivalentes), tal como se muestra en la Fig. [5.6]

Note que F. es el médulo de la fuerza que el alambre ejerce sobre el brazo del
alicate y R es la reaccién que ejerce el pasador sobre este brazo. Considerando justo
el instante antes de que el alambre se corte, en el cual el brazo esta en equilibrio, se
tiene lo siguiente:

(I) La fuerza neta actuando sobre el brazo debe ser cero. Si no fuera asi, el brazo
tendria una aceleracion distinta de cero, lo que no tiene sentido. Por lo tanto,

F+F.=Rcos¥ (5.20)

Rsing =0 (5.21)
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Figura 5.6: Diagrama de cuerpo libre de un brazo del alicate

Con esto se obtiene que R debe estar orientada verticalmente (6 = 0). Esto es eviden-
te, ya que no existen otras fuerzas horizontales actuando sobre el brazo.

() El torque neto respecto al punto P debe ser cero. Si no fuera asi, el moméntum
angular respecto al punto P, que en este caso es cero, variaria respecto al tiempo, lo
que no tiene sentido. Como veremos en la seccion siguiente, decir que el moméntum
angular no varia respecto al tiempo, es equivalente a decir que la aceleracién angular
es cero. Por lo tanto,

Fx = F.d, (5.22)

ya que la reaccién R no realiza torque respecto al pivote P. Por lo tanto de esta ultima
ecuacion se obtiene que el médulo de la fuerza F esta dado por:

d
F=Fo (5.23)

¢(ENTENDISTEST? 5.2

Considere nuevamente el caso presentado en la Fig. 5.5 Si usted quisiera cortar
el alambre aplicando la menor fuerza posible, ;ddnde aplicaria esta fuerza? ;Que
modificacion le realizaria usted a esta herramienta para disminuir ain mas la fuerza
requerida para cortar el alambre?

Rotacion en torno a un eje fijo 5.4

Un caso particular muy importante ocurre cuando una masa puntual gira en torno
a un eje que se encuentra fijo en el espacio, describiendo una trayectoria circular. Si
tomamos este eje como el eje “z” entonces la posicidén de la particula es

r=pp+zk, (5.24)
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Figura 5.7: Cuerpo de masa m que rota en torno a un eje fijo.

donde p es la distancia al eje de rotacion y z es la altura sobre el plano “xy” (ver Fig.
[5.7). Ambas cantidades son constantes en este caso.

La velocidad en tanto es un vector de la forma
V=vl, (5.25)

donde v tiene el mismo méddulo que la velocidad y su signo indica el sentido de rota-
cién. Entonces, efectuando el correspondiente producto cruz, obtenemos que el mo-
méntum angular es

L = mvpk — mvzp. (5.26)

Notemos que la componente “z” (direcciéon k) del moméntum angular no depende del
la coordenada z de la particula, sino que depende sélo del eje de rotacién escogido y
de la velocidad angular w = v/p:

L, = mpPw = lw. (5.27)

En esta ultima igualdad hemos definido /, = mp? como el “momento de inercia” de la
particula de masa m en torno a su eje de rotacién que se encuentra a una distancia
p. Note que p es la distancia mas corta entre la particula y el eje de rotacion (ver Fig.

5.7).

Supongamos ahora que se tienen muchas masas girando con la misma velocidad
angular w en torno al mismo eje fijo “z”. En base al mismo razonamiento utilizado para
una sola particula, se obtiene directamente,

N
L, = (Z m,-p,?> w = lLw (5.28)
i~

donde definimos el momento de inercia total del sistema en torno al eje z como la
suma de los momentos de inercia de cada una de las particulas. Es importante notar
gue en este caso las particulas conforman lo que llamamos un “cuerpo rigido”, es
decir, que las posiciones relativas entre las masas puntuales son fijas.
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Si sobre el cuerpo rigido actuan fuerzas, éstas pueden ejercer un torque en la
direccion z (7,) que corresponde a la tasa de variacion del momento angular,

dL,

— = L« 5.29
dt V4 ( )
donde « es la aceleracion angular. Es interesante notar que el momento de inercia
juega un rol parecido al de la masa en el moméntum lineal: mientras la masa indica la
resistencia que ofrece el cuerpo a la aceleracion lineal, el momento de inercia indica
la resistencia del cuerpo a la aceleracién angular.

Tz =

Momento de inercia de un cuerpo rigido 5.4.1

El momento de inercia es una cantidad escalar asociada a un eje de rotacién dado,
y su valor depende de como se distribuye espacialmente la masa del cuerpo. Si el
cuerpo rigido es un cuerpo continuo, como por ejemplo un cilindro o una esfera sélida,
el momento de inercia respecto a un eje cualquiera, se puede calcular mediante el uso
de las herramientas matematicas de integracién. Dado que el lector podria no estar
familiarizado con ésta herramienta, en la Fig. 5.8/ se muestran algunos momentos de
inercia de objetos que se utilizan comunmente. Estos han sido calculados respecto
a ejes que pasan por el centro de masa de los cuerpos en una orientacién dada, en
tanto que la densidad de masa ha sido considerada como homogénea.

1 >
=—ML I=MR* @7
i

12 @

2 ) i 1 ) /Jlf
_2 : I=—MR
1= MR < 5

Figura 5.8: Momentos de inercia de algunos objetos homogéneos que se utilizan co-
munmente. M corresponde a la masa total del objeto en cuestion.

En la figura anterior es interesante notar que en el caso del tubo y del cilindro, el
momento de inercia no depende de la dimension H. De hecho, el resultado obtenido
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para el tubo, es el mismo que se obtiene para el momento de inercia de un anillo como
el mostrado en Fig. 5.9] Este caso es particularmente instructivo, ya que podemos
notar que toda la masa del cuerpo esta a la misma distancia R del eje de rotacion. Si
imaginamos que el anillo esta formado por una coleccion de masas puntuales (m;), el
momento de inercia estaria dado por:

N N
| = <Z m,-R2) = R? (Z m,-) = R?M, (5.30)
i=1 i=1

que es justamente el resultado antes mencionado.

I= MR/Z/ §

Figura 5.9: Momento de inercia de un anillo homogéne de masa My radio R, respecto
a un eje que pasa por su centro de masa.

| : ENTENDISTEST? 5.3

En la Fig. se presenta el valor del momento de inercia de una esfera maciza
de masa M y radio R respecto a un eje que pasa por su centro de masa. Si ahora
consideramos un cascaron esférico de masa M y radio R, ¢el momento de inercia
respecto a su centro de masa, seria mayor o menor que el de la esfera maciza?

|Teorema de los ejes paralelos 5.4.2

A continuacién introduciremos una herramienta muy util, conocida como el teorema
de los ejes paralelos, o teorema de Steiner. Este establece que los momentos de
inercia de un cuerpo de masa M con respecto a ejes paralelos, donde uno de ellos
pasa por el centro de masa, estan relacionados a traves de la siguiente expresion.

I = ley + Md?, (5.31)

donde d es la distancia entre ambos ejes e Ioy es el momento de inercia respecto al
eje que pasa por el centro de masas del cuerpo.

Ejemplo 5.5
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Figura 5.10: Barra de longitud L y masa M que rota respecto a un eje perpendicular
que pasa por uno de sus extremos.

A modo de ejemplo, calculemos el momento de inercia de una barra homogénea
de masa My largo L, respecto a un eje que pasa por uno de sus extremos, tal como
se muestra en Fig. (Note que ambos ejes son perpendiculares al eje de la barra).
Para este caso ya conocemos el valor de Iy (Fig. [5.8), y la distancia entre ejes es
justamente L/2, por lo tanto se obtiene que el momento de inercia de la barra respecto
a un eje que pasa por uno de sus extremos es:

M2 MLZ ML
1274 "3

/= (5.32)

Ejemplo 5.6

Un disco uniforme de radio R y masa M esta montado en un eje apoyado en ro-
damientos sin friccidn, como se ve en la figura. Una cuerda ligera esta enrollada en
el borde del disco y su otro extremo esta atado a una caja de masa m. Si en cierto
instante f, la caja se suelta, encuentre la aceleracion de la caja.

M, R

Solucién
Para resolver este problema primero se realizan los diagramas de cuerpo libre que se
muestran mas abajo, y luego se plantean las ecuaciones que rigen el movimiento.

Para el bloque de masa m se tiene que:
ma=mg—T, (5.33)

y para la polea de masa M se tienen dos ecuaciones, una corresponde al equilibrio de
fuerzas verticales, y la otra al aplicar la ecuacion |5.19| respecto al eje de rotacién.

Mg+ T =N, (5.34)
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N !

Mg T mg

lo =T, (5.35)

donde el momento de inercia de la polea respecto al eje de rotacién es | = MR?/2, ya
que lo consideraremos como el de un disco homogéneo. Aqui hemos despreciado la
masa de la cuerda enrollada.

Ahora debemos encontrar una relacién entre ay «. Para ello consideraremos que
la cuerda se desenrolla si deslizar respecto a la superficie de la polea, por lo tanto:

aR = a, (5.36)

Luego reemplazando en y luego en[5.33] se obtiene finalmente que:

g

= Wj2m+ 1y

(5.37)

Note que si la masa de la polea es despreciable, o sea M/2m — 0, el médulo de
la aceleracién del bloque es justamente g.

| Energia rotacional 5.4.3

Supongamos que tenemos un cuerpo rigido conformado por N particulas y que
gira en torno a un eje fijo. Sabemos que la magnitud de la velocidad de la masa i viene
dada simplemente por v; = p;w, donde p; es su distancia al eje de rotacidn. Por lo tanto,
la energia cinética total del cuerpo es

N
1 1
K=Y smpu®= 5/&, (5.38)

donde I es el momento de inercia tomado en torno al eje de rotacién. Observando la
forma de este ultimo resultado, notamos que otra vez el momento de inercia del cuerpo
juega un rol anélogo al de la masa de una particula, mientras que la velocidad angular
juega un rol analogo al de la velocidad lineal.

Ejemplo 5.7
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Un cuerpo rigido esta formado por tres masas ubicadas en las aristas de un trian-
gulo equilatero de lado / como se muestra en la figura. El cuerpo yace sobre el plano
Xy y puede rotar con velocidad angular w en torno al eje z que pasa por la masa 1.
Determine,

(a) El momento de inercia del cuerpo en torno al eje z.

(b) EI moméntum angular y la energia cinética total.

Solucién

(a) Debido a que la distancia al eje de la masa 1 es nula, ésta no contribuye al momento
de inercia. Como la distancia al eje de las otras dos particulas es / el momento de
inercia del cuerpo en torno al eje z es,

I, = (Mo + my) 2. (5.39)

(b) Recordando lo visto anteriormente, para un cuerpo rigido en rotacién en torno a un
eje fijo tenemos,
L, = lw=(ms+ ms)lPw. (5.40)

Como tenemos el momento de inercia del cuerpo en torno al eje z y su velocidad
angular es facil obtener la energia cinética total como,

K = % Lw? = %(m2 + mg)Pu?. (5.41)

Ejercicios resueltos 5.5

Problema 5.1

Considere la maquina de Atwood mostrada en la figura, en la cual inicialmente el blo-
que de masa m esta apoyado en el piso y el bloque de masa 2m esta a una altura h.
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La polea es esencialmente un disco uniforme de masa my radio R, y la cuerda tiene
masa despreciable y no desliza sobre la polea. Si en cierto instante el sistema se deja
evolucionar libremente, determine.

(a) La velocidad del bloque de masa 2m cuando éste llega al suelo, utilizando el teo-
rema de conservacion de la energia.

(b) Latension de la cuerda en ambos extremos de la polea, en funcién de m,gy R.

(c) La tensidén en la cuerda que sujeta la polea mientras los bloques estan en movi-
miento.

(d) Latension de la cuerda que sujeta la polea después de que el bloque de masa 2m
llega al suelo (y todas las componentes de la maquina estan en reposo).

Solucion

(a) La energia inicial de la configuracion es:
E; = 2mgh + mgH

donde hemos establecido que la energia potencial gravitacional es cero al nivel del
piso, y H es la altura del centro de masas de la polea (constante). En base a las
coordenadas definidas en la figura siguiente,

y considerando que la cuerda es inextensible, se tiene que

i+ ). =cte
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derivando en funcién del tiempo se obtiene

=1
Luego dado que la cuerda no desliza respecto al disco,
R = y;.

Definamos como v, al médulo de la velocidad del cuerpo de masa 2m cuando
éste llega al suelo. Por supuesto el médulo de la velocidad del cuerpo de masa m
también sera vy, y la velocidad angular de la polea en ese instante sera

Yo
B
Luego, si el cuerpo de masa 2m ha bajado una altura 2h, el cuerpo de masa m

ha subido una altura 2h. Asi, la energia en el instante en que la masa 2m llega al
suelo es

Wwo =

E; = mgh+ mgH + %(2m)v§ + %mv& + %mICng

E; = mgh + mgH + 2mvZ.

Como no existen fuerzas externas no conservativas actuando sobre el sistema, la
energia se conserva, por lo tanto

E; = E; — 2mgh + mgH = mgh + mgH + 2mVg,

ecuacién de la cual podemos despejar la velocidad del bloque de masa 2m cuando
éste llega al suelo,
gh=2V¢

_ /9
W = 5

Para calcular la tensién de la cuerda en ambos extremos de la polea, considere-
mos el siguiente diagrama,

Las ecuaciones de movimiento para las masas son

T1 —mg = my;
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T, —2mg =2mj. — 2mg — T, = 2my;

La ecuacion de torques sobre la polea con respecto a su centro de gravedad da
ZTG = —RX x —T1}A/+ RXx x —Tg}’\/ = (RT1 - FT,TZ)2

Por otro lado,

ZTG: % = —lGoz2

El signo menos se debe a que el sentido de crecimiento de ¢ implica un giro en
sentido horario. Con esto,

RT, — RT; = Iga
Resolviendo, se obtiene
. 29
= 5
9mg
T. ==
Ty
10mg
T = —=
2 7

(c) Del equilibrio de fuerzas para la polea, se tiene

T

{0

mg

T=T+T+ mg
donde T es la tensidn en la cuerda que sujeta la polea

_ 26mg

T==
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/ >z, =0

G

I=T,

2m

(d) Cuando la masa 2m ha llegado al suelo y todo esta detenido, el torque total sobre
la polea con respecto a su centro de masas es nulo, y por lo tanto las tensiones
sobre los extremos de la polea deben ser iguales.

Del equilibrio de fuerzas para m,

T1=mg=T2

Asi
T=Ti+To+mg=3mg.

Problema 5.2

Una esfera de radio R y masa M es sostenida por una cuerda de manera tal que esta
queda orientada tangente a la esfera, tal como se muestra en la figura. Si el &ngulo
entre la cuerda y la pared es ¥ ¢ Cuél es el minimo coeficiente de roce estatico entre
la esfera y la pared para que ésta no caiga?

LLLLL LI

Solucion
Para que la esfera esté en equilibrio se requiere que

Y F=0y Y 7=o0.

Por lo tanto primero debemos realizar el diagrama de cuerpo libre para la esfera, que
se muestra a continuacién
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El equilibrio de fuerzas en el eje horizontal implica que,
N = Tsinv

y en el eje vertical,
Tcosty+Fs— Mg=0.

Ahora para aplicar la ecuacion > 7 = 0, debemos elegir el origen de forma astuta, para
ello notemos que la fuerza T y F, apuntan hacia el punto O

<>

Al escoger este punto notamos que solo dos fuerzas realizan torque, por lo tanto

> 7 =—MgRZz+ Ni2,

con lo que se obtiene que
NIy = MgR

Para determinar /; utilizamos la semejanza de los triangulos OAG y OBG que se mues-
tran en la figura a continuacion, donde

tan/2 = al
h

— Iy = Rcotd/2 = R(csc — cotd).
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Con este resultado podemos despejar el valor de la fuerza normal a partir de la ecua-
cidén derivada del equilibrio rotacional

NR (csc ¥ — cotd) = MgR
N (csc — cotd) = Mg
Ahora podemos despejar el valor de la tension ya que N = T sin ¢,

Mg

T =—
siny (csc v — cot )
___ Mg
~ (1 —cosv)
y con este resultado obtenemos una expresion para la fuerza de roce
Mg cos v
Fis=Mg—T Fs=Mg— ——
pero sabemos que F,; < uN, por lo tanto
Mg — Mg cos ¥ < Mg

(1 —cos?) — u(cscf}—cotoﬂ)

1 —2cos?

— T <.
(csc — cot ) T —cosd) = i

Finalmente, el coeficiente de roce minimo esta dado por

1 —2cos?

1= (cscv — cotd) m.
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| Problema 5.3

Para el montaje mostrado en la figura encuentre las condiciones sobre /i, b, my, mo, ms
para que la barra horizontal esté en equilibrio. Considere que m, > mjs, que la polea
carece de friccion y masa, y ademas desprecie la masa de la barra.

— : l, |

i

m,;

Solucién
Para que la barra esté en equilibrio se requiere que

> 7=0.

Utilizaremos el pivote 0, que se muestra en la figura siguiente, para el calcular los
torques.

Considerando el siguiente DCL de la barra y aplicando la condicion de equilibrio

l] IZ

o
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— mygh = Tzh

Para obtener la tensién T, consideramos la siguiente seccién del montaje,

T T
TH
T
m,
my
b V3

del cual obtenemos que la condicion de equilibrio para la polea entrega que
To=T+T=2T.
Ademas, la segunda ley de Newton para el cuerpo de masa m, implica que
T —myg=myjso,
y para el cuerpo de masa mjs se tiene que
T —m3g=msjs.
Considerando la ecuacion de ligadura (el largo de la cuerda es una constante), se
obtiene la siguiente relacidén entre ambas aceleraciones
Vo=—7s.
En base a las tres ecuaciones anteriores, podemos despejar el valorde T

7 2Mpmsg
a mo + My ’

y con esto el valor de T,, ya que

Luego utilizando este resultado y la ecuacién obtenida desde la condicién de equilibrio
rotacional de la barra, se obtiene que

4momsg

migh =k )
g mo + My

y finalmente la condicién para el equilibrio es

4/2 moims

h= m(my + mg)’
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| Problema 5.4

Una barra homogénea de masa M y largo /, inicialmente en posicion horizontal, se
deja caer desde el reposo libremente. Luego de caer una altura h, uno de sus extre-
mos queda enganchado en un pivote de manera tal que la barra gira en torno a éste.
Encuentre la velocidad angular w de la barra cuando esta en posicién vertical, tal como
se indica en la figura.

s

o
-

2

X

N~
La?

Solucién
Cuando la barra cae en forma horizontal una altura h, su centro de masa adquiere una
velocidad v,,, donde

1
Mgh = EMVEm
Vem = v/ 29h.

Justo antes de quedar enganchada en el pivote, el moméntum angular de la barra
respecto al pivote esta dado por

L= éx X (—M\/29h> y=—M 92—h2.

Considerando que el torque externo respecto al pivote durante el impacto es despre-
ciable (la reaccion en el pivote no ejerce torque), el moméntum angular inmediatamen-
te después del impacto estd dado por

Lo = —I;jowoz = L,

donde el momento de inercia de la barra respecto al pivote es

L0 =1 1M ! 2—1Ml2
z/0-z/CM+2 ) —3 )

en donde hemos usado que /oy = 11—2ML2. Con esto se obtiene que

1 h
SMPuo = M %
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IV 2

Después del impacto se tiene la siguiente situacién

——
¢ @?
Donde la energia mecanica de la barra justo después del impacto es

1
E, = Elz/ow(z),

y la energia en el momento en que la barra se encuentra en posicion vertical es

1 /
Ef = EIZ/OW? — Mg§

Por conservacién de la energia (E; = E¢), se tiene que

Mgl 9gh 3g
Wt = E T

y asi finalmente obtenemos la velocidad angular de la barra cuando esta en posicidén

vertical
/39 3h
Wf = —/ <1 + —2/ ) .

Problema 5.5

Considere una esfera uniforme rodando sin resbalar y subiendo por una rampa. En el
instante t = 0, la esfera gira con velocidad angular wg y por lo tanto su centro de masa
tiene velocidad v, tal como se muestra el la figura.



5.5. Ejercicios resueltos 155

(a) Encuentre el minimo coeficiente de roce estatico (us_min) para evitar el desliza-
miento.

(b) Asumiendo us > us_min, €ncuentre la altura hasta la cual subird la esfera.

@

Solucion
El diagrama de cuerpo libre para la esfera es el siguiente, donde hemos definido como

x la coordenada paralela al plano. La segunda ley de Newton indica que en el eje y se
debe cumplir que
N = Mgcos 3,

y en el eje x que,
Frs — Mgsin g = MX,

donde F;s es la fuerza de roce estatica que actua sobre la esfera.

Analizando la dinamica rotacional respecto al centro de masa de la esfera, notamos
que el peso y la normal no hacen torque, por lo tanto el torque neto sera entonces el
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ejercido por la fuerza de roce

7_:G = _R}’\/ X Frsk = RFrsz.
Por otro lado, el moméntum angular con respecto al centro de masas es,
- 2 .
LG = /6192 = EMR vz.

Ahora considerando que la relacién entre el torque y el moméntum angular, obtenemos

que

dLg 2 .

—2 = ZMR?)2
dat 5

5_5Fs

La condicién de rodar sin resbalar en este caso equivale a

RFr32 =

X = —RY.

Notemos que el signo es el correcto ya que si ¥ > 0, entonces x decrece. Derivando
esta ecuacion utilizando el resultado anterior, se obtiene

x=-Ri--R(3;7)

2 MR

. OFs
X = _EV

Este valor para X lo evaluamos en la ecuacion derivada de la segunda ley de Newton
que habiamos obtenido y llegamos a que

. 5F,
F.s — Mgsin 3 = _Miﬁ

Fs = ;Mg sin 3

Como la esfera rueda sin resbalar esta fuerza es de roce estatico, por lo tanto se debe
cumplir la desigualdad
Frs < MSN,

y como N = Mg cos /5 tenemos,

Frs < nsMgcos

2
— 7Mgsinﬁ < usMg cos

Con esto se obtiene que el minimo coeficiente de roce estatico esta dado por

2
HS—min = 7 tan g.
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Note que si us fuera menor al valor obtenido, la desigualdad no se cumpliria, y en-
tonces las ecuaciones serian inconsistentes. Esto fisicamente implicaria que la esfera
NO estaria rodando sin resbalar.

b) Se encontrd anteriormente que

5 Frs

. 2 .
X=—5u Y Frs = 7Mgsmﬁ,

entonces
X = S gsing
=3 _
Desde este resultado concluimos que el centro de masa se mueve de forma rectilinea

y uniformemente acelerada, por lo tanto su posicidén en funcién del tiempo estd dada
por

X(t) = Xo+ Wl + %atz
xX(1) = Xo + Vot — %;gsin B2,

y su velocidad por,
v(t) = vo + at

v(t) = vo — ggsin St.

Podemos encontrar cuanto avanza el C.M. en x determinando el tiempo que demora
en llegar a la altura maxima. Esto ocurre cuando,

v(t*)=0=vy — ggsin gt

_ 7 Vo
~ 5gsing’
Evaluando este resultado en x(t) se obtiene

*

i ., 15 2
X(t") = Xo + Vot §7gsm6(t)

: 7
X<t)_x0+ﬁgsin6'
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Con lo que se obtiene que

7 v
~10gsing’
asi finalmente la altura hasta la cual subira la esfera es,

AX

7 2
Amax = Axsin 3 = 1—V—g°

Problema 5.6

Un yo-yo de masa M y radio externo R, tiene un eje de radio b en donde se enrolla
una cuerda. Su momento de inercia con respecto a su centro de masa es | = %MF)’Z.
El yo-yo es puesto sobre una mesa y se le aplica una fuerza horizontal F como se
muestra en la figura. Si el coeficiente de friccidén estatica entre el yo-yo y la mesa es
(s, encuentre el maximo valor de la fuerza F para la cual el yo-yo rueda sin resbalar.

/

Solucion
Utilizando la relacién entre el torque con respecto al centro de masas del yo-yo y su
aceleracién angular tenemos que

d = %MR%?R.

y

‘\1.9

=

donde
Y Fo=—byx FX— Ry x —f,% = bF2 — f,R2,
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por lo tanto

bF — f,R = %MRZQ'?

Luego de analizar la dinamica de traslacion se obtiene que

F — f, = MX,
y como el yo-yo rueda sin resbalar
% = —RD,
asi obtenemos )
F —f, = —RMY.

En base al resultado anterior encontramos que
2bF — 2f.R = Rf, — RF

(R +2b)
3R

Como el yo-yo rueda sin resbalar la fuerza de roce es estética, y en el limite justo
antes de deslizar debe satisfacer que

—f=F

fr < uN

3RuMg
R+2b
De aqui se obtiene que la fuerza maxima que se puede aplicar es

£ _3uMoR
"= Ry2b

- F<

| Problema 5.7

Un cordel largo esta enrollado alrededor de una rueda que se encuentra en reposo
sobre una superficie horizontal sin roce. El cordel tiene masa despreciable y la rueda
tiene masa M, radio R y momento de inercia /; respecto a su centro de masa. Si el
otro extremo de la cuerda es tirado con una fuerza constante F paralela a la superficie
horizontal, tal como se muestra en la figura, encuentre el desplazamiento x del centro
de masa en funcion de la cantidad de cuerda s desenrollada.
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2R

Solucién
Se pide x(s), donde x esta referido al centro de masa de la rueda, tal como se muestra
en el diagrama de cuerpo libre siguiente

Mg

De la segunda ley de Newton obtenemos que

N . F
F=Mx—>x_M.

En base al resultado anterior, y dado que la rueda parte desde el reposo, su posicién
en funcién del tiempo esta dada por

Por otro lado, el analisis de la dindmica rotacional indica que
dt
— T4=Ry x FXx=—-RFZ.

Tg =

Luego, si ¥(t) mide la rotacién en sentido horario, entonces
Ly = —lyik,
lo que junto al resultado anterior no da
RF = lya
_FR

— .
Ig
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Considerando el resultado anterior, tenemos que

1
’ﬁ(t) = E()étz,

donde el largo desenrollado corresponde a

por lo tanto
2 %
FR2

| Problema 5.8

Una carrete de hilo formado por dos discos y un cilindro, tiene enrollado un hilo que a
su vez esta atado a un bloque suspendido, tal como se representa en la figura. Consi-
dere que el hilo, inextensible y de masa despreciable, se puede desenrollar del carrete
sin deslizar y que la polea por la cual pasa es ideal. Encuentre la aceleracién del ca-
rrete si éste rueda sobre la mesa horizontal sin resbalar.

carrete
2R
O hilo polea \ n
' (e,
<
M I
Solucién

En la figura siguiente se representan las fuerzas actuando sobre el carrete y el bloque,
y las coordenadas "x” e ”"y” que utilizaremos para describir la dinamica del problema.

Comenzaremos analizando el bloque de masa M, para el cual se tiene que
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N
Y
T
| x
[
r T M ------

/777 7777777777777

4mg Mg

Para el carrete la segunda ley de Newton implica que

N =4mg

Para analizar la dinamica de rotacién del carrete utilizaremos la siguiente figura

y
~
2R
R A
G X
T
z.
y la ecuacién
L _ lgaz
dt - GOZ ]

para lo cual debemos calcular el momento de inercia del carrete y el torque neto res-
pecto a G.

El torque neto respecto al centro de masa del carrete (G) esta dado por
ZFG =2R(—y) x f(=X) + R(—§) x TX
) 7 =2Rf(-2)+ RT2 = (-2Rf, + RT)2.
Para calcular el momento de inercia del carrete, recordamos que el momento de iner-

cia de un cilindro de masa M y radio R con respecto a su eje de simetria que pasa
por su centro de masa es Iy = %MF.’Z. Para este caso tenemos que el momento de
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inercia con respecto a G serd la suma de los momentos de inercia individuales de sus
componentes (los dos discos y el cilindro), por lo tanto

2 2
oo PMFE | m(2R?)

_ 2
5 5 =5mR-.

En base a los calculos anteriores podemos encontrar que la aceleracién angular del
disco es
—2Rf, + RT = 5mR%a.

Ahora la condicion de rodadura ideal implica que
2Ra = —X,

donde el signo proviene al imponer esta condicién en consistencia con la definicién de
las coordenadas.

Por ultimo, podemos relacionar las aceleraciones de la carretilla y la masa M mediante

X=y—aR.
i P y
! AX
| | M
| Pl '
1 \ /
AS .
M IAy

Resumiendo, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
Mg — T = M(Xx + aR)

T—f =4mx
—2Rf. + RT = 5mR?a
2Ra = —X,

del que podemos finalmente despejar la aceleracion del carrete

2Mg

X=Mioim
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Problema 5.9

Una barra uniforme de largo L y masa M puede girar en torno a un pivote ubicado
en uno de sus extremos. Una particula de masa m (m << M) descansa sobre una
bandeja de masa despreciable ubicada a una distancia h del pivote, la que esta fija a
la barra. Inicialmente la barra esta en reposo en una posicién casi vertical. Encuentre
el angulo ¥, cuando la particula pierde contacto con la bandeja.

Solucidén

Mientras la masa m permanece en contacto con la barra, describe una trayectoria
circular de radio h en torno al extremo inferior de la barra. El diagrama de cuerpo libre
para la particula de masa m para un ¢ arbitrario, con ¥ < 1. se presenta en la siguiente
figura

Las fuerzas orientadas en la direccién radial 7 cumplen que

N — mgcos ¥ = —mhi?,

es decir
N9, 9) = mgcos? — mhi?.

Tenemos una expresién para la normal entre la masa m y la barra como funcién del
angulo 9 y su derivada. Nos gustaria encontrar un angulo 9. tal que esta expresion
sea cero. Para ello, veamos el diagrama de cuerpo libre para la barra
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N /f
/

Mg/
h
X

y

L/Zx/";
) /
La fuerza de reaccién R es ejercida por el pivote sobre la barra en el punto O. Tomando

a O como origen se tiene que
Y-
0= dt )

donde el torque total con respecto al origen esta dado por

R

> o= (0xA)+ (ér x _Mg]'> + (P x —NP) = é? x —Mgj

L,\ A L . A A A L . S
> = 5 x —Mgj =3 (sm 97 + cos 19/) x —Mgj = —Mgssin k.
Por otro lado, el moméntum angular de la barra con respecto a O esta dado por
L = lLwk = —1,0k.

Notar aqui la importancia del signo, pues ¢ > 0 denota un giro horario. Con esto se
obtiene que i B
—Mg sin 9k = —,0k.

El momento de inercia de la barra con respecto al eje z puede ser obtenido mediante
el teorema de Steiner, dado que el momento de inercia con respecto a un eje paralelo
a z y que pasa por su centro de masa es

1
ICM — _ML2
‘ 12 ’

por lo tanto

[\? 1
_ |CM =Y Ly
I =[S +m(2) S ML

Remplazando se obtiene

L . 1 o
EMgsmﬁ = §ML 9
- 3gsind
V=51
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La relacién anterior la podemos escribir de la siguiente manera (con ¥ + 0)

_ §gsim9.

19192L19.

De inmediato reconocemos las siguientes derivadas
d (15)_d ( 3gcosy
dat \2 a\ 2 L ’

y como ambas funciones tienen la misma derivada, ellas solo difieren por una cons-
tante

1192 _ 3gcosv

V=5 *C

Ahora para encontrar C evaluamos esta expresion para t = 0, en donde ¥(0) = 0,
J(0)=0

0=-31 oL
luego
1., 39
519 = EZ“ — C0s )
92 = S—Lg(1 — cos )

Ahora escribimos N en funcién de ¢

N(9) = mg cos ¥ — mhi)?

N(9) = mg cos ¥ — %’ (1 — cos )
N(9) = mg (1 + %’) cos v — %’

Finalmente podemos ver cuando la normal se anula

mg(1+%’>cosﬁc—@=0

3h

— 003190 = m



Vectores

Como se puede ver a lo largo de este libro, en mecanica clasica usamos muchas veces
cantidades fisicas que necesariamente tienen asociada una direccion. Por ejemplo, si
decimos que la piedra que lanza una persona sale de su mano con cierta “velocidad”,
inmediatamente nos damos cuenta que es muy importante saber en qué direccion sa-
li6 disparada. Es decir, para tener una buena descripcién mateméatica de lo que esta
ocurriendo, naturalmente debemos asociar a la velocidad una cantidad que no sélo
nos revele su magnitud, sino que también especifique su direccion. Otras cantidades
fisicas que naturalmente deben tener asociada una direccion son, por ejemplo, el des-
plazamiento de un objeto o una fuerza que actua sobre él. Veremos que los objetos
matematicos que cumplen con este objetivo son los llamados vectores.

Definicion de un vector A.1

Desde el punto de vista geométrico un vector se puede definir como un segmento de
linea direccionado. Para describirlo debemos especificar tanto su longitud como su
direccion. Para denotar que una cierta variable es un vector pondremos una flecha
sobre su simbolo. Por ejemplo, el vector “A” lo escribimos A. En general, supondremos
que el desplazamiento paralelo no cambia el vector. Si dos vectores tienen la misma
magnitud y direccién entonces son iguales. En la Fig. se muestran dos vectores
idénticos A = B.

A la longitud del vector la llamamos magnitudy la escribimos como |A| o sencilla-
mente A. A un vector con magnitud uno lo llamamos vector unitario y se le etiqueta

167
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Figura A.1: El desplazamiento paralelo no cambia un vector. En la figura vemos A=B.

con un “sombrero”; el vector unitario paralelo a A es A. Tenemos entonces que,

|)>l

6 A=|AA. (A.1)

>
]
>

Algebra de vectores A.2

Multiplicaciéon por un escalar A.2.1

Si multiplicamos un vector A por un numero real b el resultado es un nuevo vector
C = bA. La magnitud del vector resultante es C = |b||2i|. Si b es positivo la direccion
de C es la misma que la de A, mientras que si b es negativo la direccion de C tiene el
sentido opuesto a la direccién de A.

Adicion de vectores A.2.2

Es sencillo entender geométricamente la operacidn de adicion de vectores A+ B:
ubicamos la cola de B sobre la punta de Ay el resultado de la suma es el vector que va
desde la cola de A hasta la punta de B (ver Fig. @ La resta de vectores se puede

pensar también como una suma ya que A — B = A+ (—B) (ver Fig. |2
No es dificil demostrar las siguientes propiedades:

A+B = B+A Conmutativa (A.2)
A+(B+C)=(A+B)+C y c(dA)=(cd)A Asociativa (A.3)
(c+d)A=cA+dA y c(A+B)=cA+cB Distributiva (A.4)
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@)

Figura A.2: La adicion de vectores se define geométricamente como se ve en (a). La
resta de vectores también se puede pensar en términos de una suma como se ilustra
en (b).

Habiendo definido multiplicacion por un escalar y adicion de vectores nos pregun-
tamos, ¢;cual es la manera apropiada de “multiplicar” vectores entre si? Definiremos
dos tipos de productos de vectores que son Uutiles en fisica.

| Producto escalar (o producto “punto”) A.2.3

Este producto se llama asi porque produce un escalar a partir de dos vectores. Lo
denotamos como A - By se define como,

A-B=|A||B|cosb, (A.5)

donde 6 es el angulo que subtienden los vectores al dibujarlos cola con cola como se
ve el la Fig. . A partir de esta definicion es facil notar que A- B = \ZH X (proyeccion
de B en A) 6 equivalentemente A - B = |B|x (proyeccion de A en B). Ademas, si dos
vectores son perpendiculares su producto escalar es cero y A A= ,;\’,2_

| Producto vectorial (o producto “cruz”) A.24

A diferencia del producto escalar, este producto da como resultado un vector y lo
denotamos como, L
C=AxB. (A.6)

Para definirlo debemos especificar tanto la magnitud como la direccién de C.lLa mag-
nitud se define como . o
|C| = |A||B|sin b, (A.7)

donde @ es el angulo (menor que «) que subtienden A y B al ser dibujados cola con
cola. Notamos inmediatamente que este producto sera nulo cuando # =0 6 .
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o

N J _

A

Y o —
Proyeccion de B sobre A

Figura A.3: Tanto las magnitudes de los vectores como el angulo que subtienden son
importantes en la definicion del producto escalar.

Al dibujar A y B cola con cola vemos que estos dos vectores definen un plano. La
direccion de C esta definida como perpendicular a este plano. Dado que existen dos
direcciones opuestas perpendiculares al plano, usamos la llamada “regla de la mano
derecha” para definir cual es exactamente la del producto A x B. Nos imaginamos
que tenemos nuestra mano derecha abierta con el indice apuntando en la direccion
del vector A y el pulgar perpendicular a éste ultimo. Luego, cerramos nuestra mano
(sin incluir el pulgar) hacia la direccién de B. La direccién de C es la direccion en que
apunta nuestro pulgar (ver Fig.[A.4).

S
rd

Figura A.4: La direccion del vector C = Ax B es perpendicular al plano que definen Ay
B al ser dibujados cola con cola. Para determinar la orientacion exacta de C debemos
usar la “regla de la mano derecha”.



A.2. Algebra de vectores 171

|Vectores base y las componentes de un vector A.2.5

Los vectores base son un conjunto de vectores unitarios ortogonales (perpendicu-
lares), uno para cada dimension del espacio. Por ejemplo, si consideramos un sistema
de coordenadas cartesiano podemos tomar los vectores base X, y y Z orientados en
las direcciones a cada uno de los ejes correspondientes, como se muestra en la Fig.
No es dificil demostrar las siguientes propiedades de estos vectores:

X-X=)y = 2521 (A.8)
X y=y-2 = 2.%=0 (A9)
Kxy = 2 (A.10)
Jxz = X (A11)
% = § (A.12)
Z
N
Azl
A/
2 |
y y
[ 5. Ay

Figura A.5: Los vectores base se pueden escoger orientados en las direcciones de los
ejes cartesianos. El vector A se puede expresar como la suma de sus componentes
en cada una de estas direcciones.

Cualquier vector se puede escribir ahora en términos de estos vectores base en la
forma, .
A=AX+AJ+Az (A.13)

A los nimeros A, A, y A; los llamamos las componentes del vector A. Otra forma de
escribir el mismo vector es,

A= (A A A). (A.14)
En la Fig. vemos como A corresponde a la suma de sus componentes en las tres
direcciones de los ejes cartesianos. Las mismas consideraciones son validas para un
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vector en dos dimensiones, con la Unica diferencia que en ese caso sélo es necesario
usar dos componentes en vez de tres.

De lo anterior se desprende directamente que si queremos encontrar una compo-
nente de un vector sélo debemos hacer un producto punto con el vector unitario en la
direccion correspondiente. Por ejemplo,

A=A % (A.15)

Ademas, usando las propiedades de los vectores base vemos que el producto escalar
queda,

A-B=(AX+AJ+A2) (Bk+B,y+B,2) =AB+AB,+A,B,. (A.16)

Usando nuevamente las propiedades de los vectores base podemos encontrar el pro-
ducto cruz en términos de las componentes de los vectores,

AxB

(Ack + AyJ + A2) x (B + B,y + B,2)
= X(A,B, — A:B)) — J(AB: — A:B,) + 2(AB, — ABy). (A7)

Una manera de escribir esto ultimo de una manera mas corta y facil de memorizar es
como el determinante de una matriz,

X y z
AxB=|A, A A, | (A.18)

<

B, B, B,

<



Solucion a los ENTEN-
DISTEST

Capitulo 1 B.1

| : ENTENDISTEST? 1.1

En cudl de las zonas definidas como |, Il y lll en la figura[1.3] el mévil tiene una mayor
velocidad instantanea?

Solucion: Para responder a esta pregunta hay que recordar que la derivada de una
funcién en un punto equivale a la pendiente de la funcion en dicho punto (hay que
imaginar una recta tangente a la funcién, luego la pendiente de esta recta sera igual
a la derivada). De la figura [1.3] vemos que es en la zona Il donde la pendiente de la
funciéon es mas grande, y por lo tanto es en esta zona donde la velocidad instantdnea
€s mayor.

| : ENTENDISTEST? 1.2

Considere dos sistemas de referencia que se mueven a una velocidad relativa v, res-
pecto a un eje x. Vimos que la velocidad de un objeto no sera la misma en ambos
sistemas de referencia: s Qué ocurre con la aceleracién? ; Depende también del siste-
ma de referencia?

173
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Solucidn: La aceleracién de un objeto depende Unicamente de la variacion de la velo-
cidad en funcion del tiempo, pero no del valor de la velocidad. La aceleracion entonces
no depende del sistema de referencia.

¢ENTENDISTEST? 1.3

Usualmente nos referimos al medidor de velocidad de un auto como velocimetro. ¢ Se-
gun los conceptos definidos hasta aqui, es realmente un medidor de velocidad? ¢ Es
adecuado llamarlo velocimetro?

Solucion: El velocimetro de un automovil es en realidad un medidor de la rapidez de
éste (entrega unicamente el médulo de la velocidad), y no de su velocidad, ya que
esta ultima siempre depende del sistema de referencia respecto al cual se mide. Dos
autos pueden moverse con la misma rapidez por una autopista pero en direcciones
opuestas, sin embargo, el velocimetro de ambos marcara el mismo valor.

¢ENTENDISTEST? 1.4

Con el proposito de calibrar un cafién de corto alcance ubicado en una fragata, se
realizan tres disparos registrandose las trayectorias A, B y C mostradas en la figura.
¢, En cudl de estos disparos el proyectil tarda menos tiempo en impactar la superficie
del mar?

Solucién: El tiempo que demora el proyectil en caer es directamente proporcional a la
altura maxima alcanzada por éste, por lo que la trayectoria C es aquella que demora
menos tiempo en impactar el mar.
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Capitulo 2 B.2

| : ENTENDISTEST? 2.1

¢, Si una maquina de Atwood es ubicada en un ascensor que desciende con acelera-
cién igual a g, cual sera el valor de la tension de la cuerda?

Solucidén: Un asensor que desciende con aceleracién g equivale a un ascensor en
caida libre bajo la accion de la gravedad. Intuitivamente, la gravedad tiende a hacer
caer los bloques con aceleracion —g, pero todo el conjunto (asensor, polea, cuerda)
cae con esta misma aceleracion. Es por esto que desde el punto de visa de un ob-
servador que se encuentra dentro del asensor, todo ocurre como si no existiera la
gravedad.

Para demostrar esto a partir de las ecuaciones de movimiento, notemos que la
aceleracién del bloque M; puede ser escrita como a — g, donde —g es la aceleracion
debida a la caida libre del sistema, y a representa la aceleracion del bloque respecto
al piso del asensor. La segunda ley de Newton para este bloque nos da

T—Mg=M(a—g) —T=Ma
De igual forma, para el bloque 2:
M.g—T=M(a+g) — T=-Ma

Ambas ecuaciones implican M;a = —M,a, cuya unica solucién posible es a =0, y lue-
go la tension de la cuerda es nula. Es decir, la aceleracién de los bloques respecto al
piso del asensor es nula, Io mismo que se obtendria dentro de un asensor en reposo
sig=0.

De forma general, dentro de un sistema en caida libre todo ocurre como si la grave-
dad no existiera. Este es el principio de los aviones en caida libre utilizados por los
astronautas para simular la ingravidez.

I ¢ENTENDISTEST? 2.2

¢,Cudl de las flechas del diagrama representa mejor la direccién de la aceleracion
cuando el bloque pasa por la posicion 17?

Solucién: En la posicion Il, las Unicas fuerzas que actuan sobre el bloque son el peso
y la normal, ambas en la direccién vertical, dado que el roce es despreciable, por lo
tanto la aceleracidén estara en esta direccién. Ademas, dado que justo después de
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pasar por |l el bloque sube, la aceleracidén debe ser en el sentido indicado por la flecha
1. Esto también indica que la fuerza normal es mayor al peso.

Capitulo 3 B.3

¢ENTENDISTEST? 3.1

Considere un vagén de tren que se desplaza con velocidad constante Vv por una
via completamente horizontal, el cual traslada una caja de masa M, como se muestra
en la Fig. ¢ En esta situacién, cuanto trabajo realiza el vagén sobre la caja en un
intervalo de tiempo At?

Solucion: El trabajo que realiza el vagén sobre la caja es cero, ya que la fuerza que el
vagon ejerce sobre la caja es cero. Esto ultimo es debido a que la velocidad de ambos
es constante.

¢(ENTENDISTEST? 3.2

Considere un anillo de masa M que puede deslizar sin roce por una guia de alam-
bre semicircular de radio R. El anillo a su vez esta unido a un resorte de masa despre-
ciable y constante elastica k, que esta pivotado en su extremo como se muestra en la
Fig. 3.9} ¢Si en cierto instante el anillo se suelta desde el reposo en el punto A, cual
es el valor de su energia cinética cuando para por el punto B?

Solucion: Debido a que el anillo desliza sin roce, el sistema es conservativo. Luego,
dado que el resorte no cambia su estado de energia cuando el anillo se mueve desde
el punto A al punto B, el cambio de energia cinética es justamente el cambio de energia
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potencial mgR. Por lo tanto la velocidad del anillo en B, considerando que el anillo en
A parte del reposo, es /2gR

Capitulo 4 B.4

| : ENTENDISTEST? 4.1

Considere dos particulas de masa m que se mueven inicialmente a lo largo de una
misma linea recta, ambas con rapidez v pero en direcciones opuestas. Si en cierto
instante estas particulas chocan y quedan pegadas, ¢con qué velocidad se mueven
después de la colision?

Solucion: Después del choque ambas particulas quedan pegadas y en reposo. Da-
do que no actuan fuerzas externas sobre el sistema el moméntum total de éste se
conserva. Luego, considerando que ambas particulas quedan pegadas después del
choque y por ende moviéndose con la misma velocidad, la conservacién del momén-
tum implica que ambas queden en reposo después de la colision ya que el momentum
debe permanecer constante e igual a cero (valor del momentum del sistema antes de
la colision).

| : ENTENDISTEST? 4.2

Considere dos particulas de masa m que se desplazan a lo largo de una misma
linea recta. ;Con qué velocidad se mueve el centro de masas en los siguientes dos
casos?

(a)Ambas particulas se mueven con velocidad v.
(b)Una de ellas se mueve con velocidad vV y la otra con velocidad —Vv.

Solucion: En el caso (a) el centro de masas se mueve con la misma velocidad v de
las particulas y en el caso (b) la velocidad del centro de masas es cero.
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Capitulo 5 B.5

¢(ENTENDISTEST? 5.1

Considere nuevamente el caso mostrado en la Fig.[5.4] ;En qué direccién deberian
ser aplicadas las fuerzas F; y F, para que el moméntum angular del sistema perma-
nezca constante?

Solucién: Para que el moméntum angular del sistema permanezca constante, el tor-
que neto producido por este par de fuerzas debe ser cero. Para que esto se cumpla,
las fuerzas deben ser aplicadas en la direccién del eje de la barra.

(ENTENDISTEST? 5.2

Considere nuevamente el caso presentado en la Fig. 5.5 Si usted quisiera cortar
el alambre aplicando la menor fuerza posible, ;ddnde aplicaria esta fuerza? ;Que
modificacion le realizaria usted a esta herramienta para disminuir ain mas la fuerza
requerida para cortar el alambre?

Solucién: Para aplicar la menor fuerza posible, se deberia modificar el punto de apli-
cacion de ésta, de manera tal de que pueda ser aplicada justo en el extremo del alicate,
osea,enx = L.

Para disminuir aun mas la fuerza requerida para cortar el alambre, se puede intro-
ducir una modificacién tal que haga que la distancia d disminuya lo mas posible. Esto
significa que la zona de corte del alicate quede lo mas cercana posible al pivote (punto
P).

¢(ENTENDISTEST? 5.3

En la Fig. 5.8] se presenta el valor del momento de inercia de una esfera maciza
de masa M y radio R respecto a un eje que pasa por su centro de masa. Si ahora
consideramos un cascaron esférico de masa M y radio R, el momento de inercia
respecto a su centro de masa, seria mayor o menor que el de la esfera maciza?

Solucion: Sera mayor, ya que en el caso del cascardn esférico, un mayor porcentaje
de su masa estd a una distancia mayor del eje en cuestion.
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