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Introduccién

El presente texto corresponde al trabajo realizado por el Equipo de Nivelacién de Fisica durante el primer
semestre de 2017. Con el apoyo de la Direccion de Pregrado de la Escuela de Ingenieria de la Pontificia Uni-
versidad Catdlica de Chile, este equipo recopild y resolvié diversos problemas en cuatro tépicos introductorios
al curso Estdtica y Dindmica.

La seleccién de los problemas tienen como objeto facilitar la adaptacion de los alumnos a la fisica de nivel uni-
versitario. El orden de los mismos es incremental en dificultad, de acuerdo al criterio del ayudante que elabord
este documento. En el final del mismo se pueden encontrar las fuentes de donde provienen los problemas e
imagenes utilizados en la elaboracién de este compilado.

Esperamos que este conjunto de problemas resulte de utilidad para los alumnos, y que contribuya a su proceso
educativo en el primer curso de fisica durante su formacién como Ingenieros. Cualquier comentario, favor co-
municarse con la Direccion de Pregrado para canalizar las inquietudes a quien corresponda.

Equipo de Nivelacién
Primer Semestre de 2017
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Problema 1.
Encuentre las coordenadas polares de un punto (z,y) genérico.

Solucion:
Se tiene la siguiente situacion:

Por el teorema de pitdgoras, se obtiene que:

12 = 2% 4y

y ocupando las relaciones trigonométricas se tiene que:

tanf = 4
T

Luego las coordenadas polares del punto (x,y) son (v/x? 4+ y2,arctan (Q))
\T_/ 9 x
Problema 2.
;,Como puede visualizarse la transformacién desde el plano cartesiano al plano polar? ;es esta transformaciéon
uno a uno?

Solucion:

En el plano polar, cada recta que pasa por el origen es un angulo fijo, mientras que cada circunferencia centrada
en el origen es un radio fijo. En el plano cartesiano, por lo tanto, los graficos peridédicos aparecen como figuras
cerradas en el plano polar. Un ejemplo de esto se puede encontrar en: https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/5/563/Cartesian_to_polar.gif

La transformacién geométrica anterior, sin embargo, no es uno a uno pues para un radio nulo existen infinitos
angulos que representan el mismo punto. Esto en coordenadas polares sélo ocurre en el origen.

Problema 3.
Deduzca las féormulas para operar en coordenadas polares (suma, resta, producto punto)

Solucion:
Partiendo desde las coordenadas cartesianas, se tiene lo siguiente: Sean dos vectores Py (x1,y1) vy Pa(z2,y2):

» suma,/resta:

+
P+ P=(x1 £xo, 51 £y2) = <\/(x1 +29)2 + (y1 £ y2)?, arctan(giizz))

= producto punto:

PPy, =x129 + Y1Y2 = 1179 Sin(91 + 92)

i
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Problema 4.

Para los siguientes puntos, indique con flechas las direcciones polares tomando el centro en i. (0,0) ii. (-1,2) y
iii. (0,3)

a) (1,1)
b) (2,-2)

c) (-1,-3)

Solucion:

Problema 5.
Grafique los siguientes puntos en coordenadas polares:

2,30)
3,-m/2)

(
(
(1,-60)
(

2,-45)

Solucion:

Problema 6.
Halle las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos:

- P1(37 2?”)

L PQ(LTF)
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= P3(0,157)

Solucion:
Para cada uno de los puntos pedidos, se tiene que x = rcosf e y = rsin6:

N

= Pi(—3,%9)

[[eV]
w‘

» P(—1,0)

= P5(0,0)

Problema 7.
Halle las coordenadas polares de los siguientes puntos:

= Pi(1,1)
= Py(1,-1)
. P3(374)

Solucion:
Para cada uno de los puntos pedidos, se tiene que r = /22 + y2 y 6 = arctan %:

. Pl(\/i%)
= P(v2,TF)

= P3(5,arctan 3)

Problema 8.
Escriba las desigualdades que le permitan caracterizar la siguiente region:

Solucion:
Tenemos que la regién sélo es limitada por 6, luego la desigualdad que permite representar lo pedido es
T << 3m
1 =Y =7

Problema 9.
Escriba las desigualdades que le permitan caracterizar la siguiente region:



Solucion:

.

v
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Tenemos que la region sélo es limitada por r, luego la desigualdad que permite representar lo pedido es r > 2

Problema 10.

Escriba las desigualdades que le permitan caracterizar la siguiente region:

8 ="Tni§

Solucion:

-
I
a bd

8 =43

Tenemos que la regién es limitada tanto por r como por 6, luego las desigualdades que permiten representar lo

pedido son

Problema 11.
Dibuje la region acotada por

Solucion:

B

T
6

7

3

IN
IN

6

N
IA
IN
w

r
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Problema 12.
Dado un punto P(r,6,¢) en coordenadas esféricas jqué significado geométrico tiene sumar una constante a
cada coordenada?

Solucion:
Una suma tanto en 6 como en ¢ gira al punto manteniendo una misma latitud o longitud respectivamente,
mientras que una suma en r cambia la distancia del punto hasta el origen del sistema.

Problema 13.
Dado un punto P(r, 0, z) en coordenadas cilindricas {qué significado geométrico tiene sumar una constante a
cada coordenada?

Solucion:
Para r y 0 es andlogo a las coordenadas polares. Una suma en z cambia la altura del punto, desplazandolo
hacia arriba o hacia abajo.

Problema 14.
Dado un punto P(z,y,z) en coordenadas cartesianas ;qué significado geométrico tiene sumar una constante a
cada coordenada?

Solucion:
Para cada una de las coordenadas, una suma en ellas desplaza el punto en la direccién del respectivo eje.

Problema 15.
Dado un punto P(r,6) en coordenadas polares ;jqué significado geométrico tiene sumar una constante a cada
coordenada?

Solucion:
Una suma en dngulo «gira» el punto en cuestién, mientras que una suma en radio acerca o aleja la posicién del
punto respecto al origen.

Problema 16.
. Qué figura resulta de graficar » = k (k constante) en coordenadas polares? ;y en coordenadas cilindricas? jy
en coordenadas esféricas?

Solucion:

En coordenadas polares, se ve como una circunferencia de radio k centrada en el origen. En coordenadas
cilindricas, se ve como un cilindro de radio k y altura infinita, mientras que en coordenadas esféricas se ve como
una esfera de radio k centrada en el origen:

Problema 17.
. Qué figura resulta de graficar § = k (k constante) en coordenadas polares? jy en coordenadas cilindricas? jy
@ = k en coordenadas esféricas?
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Solucion:

En coordenadas polares, un angul constante se ve como una recta que pasa por el origen. En coordenadas
cilindricas, como un plano perpendicular al plano XY que pasa por el eje z, mientras que un dngulo ¢ constante
se ve en coordenadas esféricas como un cono de altura infinita cuyo vértice estd en el origen:

Problema 18.
Escriba las siguientes ecuaciones en coordenadas cartesianas:

] 7‘:4
= 7 =ginf — cosf

w72 =cosd

Solucion:
Ocupando las relaciones polares ya conocidas, se tiene que:

r=4ez?+y? =42

r=sinf —cos < /12 +y2 = Y °

RN
x2+y2=y—x

T
r?=cosf o2t +yt = ———
Va2 +y?

3
2 =X

(z* + %)
Problema 19.
Escriba la ecuacién rsin @ = 1 en coordenadas cartesianas

Solucion:
Reemplazando tenemos que:

i
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Problema 20.
Describa la superficie dada por la ecuacion r = 4sin ¢ sin 6 + 2 sin ¢ cos €

Solucion:
Reemplazando directamente a coordenadas cartesianas y completando cuadrados se llega a que la superficie en
cuestién es

(z—1)2+(y—2)>2+22=5

Problema 21.
Describa la superficie dada por la ecuacién 1% — 222 =1

Solucion:
Reemplazando directamente r? tenemos que la superficie es:

x2+y2—222=1

Lo que corresponde a un hiperboloide:

Problema 22.
;Para qué valores de 6 se logra la siguiente figura?



A = SCIII':SB}

L )

-1

Solucion:
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Tenemos que r = sin 36 es una rosa polar de 3 pétalos. El pétalo que se muestra en la figura es el ultimo (pues

pasa por -1 y termina en el eje x) luego los dngulos que lo generan son tales que:

2
§-2W§9§27r

Problema 23.
Encuentre todos los puntos del primer cuadrante donde r = 2sin 36 y r = 1 se intersecan.

Solucion:
Igualando ambas ecuaciones se tiene que:

1 =2sin 30

1

5 =sin 30

como estamos en el primer cuadrante

s

— =360

6
T

=0=—=10°

18

sin embargo, como la funcién seno es positiva en el primer y segundo cuadrante, se tiene que

T
—— =30
™%
5T
=0 =— =50°
18

Problema 24.
Dado un punto P(r,#, z) en coordenadas cilindricas ;qué coordenadas esféricas tiene?

Solucion:

i
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‘A

P
0]
~/0
Y
~—
7
X 0

Tenemos que ¢ = arctan (%) luego el punto P(r, 6, z) en coordenadas esféricas queda como P(v/r2 + 22,0, arctan (%))

z

Problema 25.
Dado un punto P(r,0, ) en coordenadas esféricas ;qué coordenadas cilindricas tiene?

Solucion:

‘A

P
o)
~/0
e
~—
0
x 0

Como en coordenadas cartesianas tenemos que z = rcosy, y ademas la proyeccion en el plano XY de r es
rsin g, el punto P(r, 0, p) queda en coordenadas cilindricas como P(rsin ¢, 6,1 cos @)

Problema 26.
Encuentre el drea de un tridngulo cuyos vértices son (en coordenadas polares) Pi(ry,61), Pa(r2,02) y el origen.

Solucion:
De la operatoria de vectores sabemos que el drea de un triangulo definido por los puntos a y bes A = %|c7 X b).
Pasando la informacién del enunciado a coordenadas cartesianas se tiene que:

Py = (r1cosfy, 7 sin6q)

PQ = (Tz COS 92, 2 sin 92)
luego

| Py X Py| = |rira(cos 0y sin 3 — sin 61 cos 0s)|

= |ryrysin(f; — 69)|
entonces

1
A= 5’/‘1’!"2| sin(01 — 92)|

10
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Problema 27.
La posicién, velocidad y aceleracién de una particula se muestran a continuacion:

;La particula se mueve a favor o en contra de las manecillas del reloj?;Su velocidad estd aumentando, dismi-
nuyendo o se mantiene constante?

Solucion:

Del vector velocidad podemos decir que la particula se mueve en contra de las manecillas del reloj. Como
ademas el vector aceleracién forma un dngulo obtuso con la velocidad, podemos afirmar que esta ultima esta
disminuyendo.

Problema 28.

La particula en el punto A se mueve a favor de las manecillas del reloj, con una velocidad que aumenta. Dibuje
sus vectores de velocidad y aceleracién.

Solucion:

<

Problema 29.
Un automévil recorre la parte AB de la curva S a rapidez constante, desacelera en BC' y acelera en CD.
Muestre la direcciéon aproximada del vector aceleracién en cada uno de los cinco puntos indicados:

11
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Solucion:

Tenemos que entre los puntos A y B hay un MCU, luego la aceleracién es perpendicular a la trayectoria
apuntando hacia el centro de la rotacién. En BC' desacelera sin rotar, luego la aceleracion es contraria al sentido
del movimiento. Finalmente, en el tramo C'D el automévil rota y acelera, por lo que el vector aceleracion tendra
un componente tangencial y perpendicular a la trayectoria:

Problema 30.
Considere una particula moviéndose en el plano XY de acuerdo a la trayectoria r = r(cos(wt)i + sin(wt)j) con
r v w constantes. Encuentre la trayectoria, velocidad y aceleracién de esta particula.

Solucion:
Ocupando la identidad pitagérica sin(z)? + cos(x)? = 1, tenemos que |r| = r se mantiene constante, luego la
trayectoria que describe la particula es un circulo. Calculando la velocidad y aceleracién tenemos que:

<L

= rw(— sin(wt)i + COS(UJt)j)
2 j)

a

rw?(— cos(wt)i — sin(wt)
2>

Problema 31.
Dada una particula con trayectoria ¥ = A(e®'i + e~*'j) con A y a constantes, encuentre la velocidad de esta
particula y bosqueje su trayectoria.

Solucion:
Tenemos que

ar
dt
= A(ae®i — ae™ ™)

La magnitud de ¥ es:

v = Aa\/e?t 4 ¢201

12
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Para bosquejar la trayectoria miramos el caso limite (¢ = 0)

7(0) = AG +]))
7=aA(l-])

at —at

De esto notamos que 7(0) y #(0) son perpendiculares. Cuanto t — oo, €** — oo y e — 0 con lo que

7 — Ae®i y ¥ — aAe™i. Con esto, la particula se pega al eje x adquiriendo una velocidad cada vez mayor.
Asi, un bosquejo de la trayectoria de la particula queda como:

S Trajectory
T e—

V(t>m~ X

Problema 32.
Una pelota de pin-pon es soltada cerca de la superficie de la luna con una velocidad vo = (0.5,3) [m/s]. Esta
acelera hacia el suelo con una aceleracién a = (0, —1.6) [m/s%]. Encuentre su velocidad después de 5 segundos.

Solucion:
En primer lugar, consideremos una vista lateral del lanzamiento de la pelota. Con esto x representa el avance
paralelo a la superficie de la luna e y representa la altura medida hasta la pelota en cuestion.

Se tiene que:

o1l

(t) = 0(to) + /t a(t’)dt'

Para cada uno de los componentes, reemplazamos en t = 5:

7= (0.5 + /OB(O)dt’> i+ (3 - /05(—1-6)dt’> j)

=05i—5) [m/s]

Problema 33.
Una particula se mueve en un circulo de radio b con velocidad angular # = at con « constante. Describa el
movimiento de esta particula en coordenadas polares.

Solucion:
Como r = b constante, U es puramente tangencial a la trayectoria. Es mas, ¥ = batfl. Con esto, la particula se
encontrard en un tiempo t a un radio b y con un angulo

t
9:00+/ Odt
0
1

= 90 + 50&t2

i
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con

0 =0,+ -at?

Problema 34.
Considere una particula moviéndose con velocidad constante v = ui a través de la recta y = 2. Describa v en
coordenadas polares.

Solucion:
Se tiene la siguiente situacion:

y
0, . 02
r N ;
\/ Ty \ f2 y
2 ’I:2 —""
rq -
-="
1r 91_——"
-
Aas \)02
X
Tenemos que v, = ucos(f) y vg = —usin(f). Luego ¥ = u cos(0)r—wusin(0)h. A medida que la particula se mueve

a la derecha, 6 disminuye y los vectores unitarios cambian de direccién. Este es un ejemplo de la importancia
de elegir un sistema de coordenadas adecuado al problema, pues la misma velocidad de la particula puede ser
expresada cartesianamente como V = ui tal como aparece en el enunciado.

Problema 35.

Una hormiga se mueve por los rayos de una bicicleta con una velocidad constante de u centimetros por segundo.
La rueda de la bicicleta gira con una velocidad angular constante en sentido antihorario 6 = w radianes por
segundo alrededor de su eje. En ¢ = 0, la hormiga se encuentra en el centro de la rueda, en un rayo paralelo al
suelo. Encuentre la velocidad para un tiempo ¢ de la hormiga en coordenadas cartesianas y polares.

Solucion:

Tenemos que r = ut, ¥ = u y 0 = w. Luego ¥ = ur + uwf. En coordenadas cartesianas, se tiene que:
vy = vy cos(f) — v sin(0)

vy = vy sin(f#) + vg cos(h)

como v, = u, vg = uwt y 6 = wt queda la velocidad en polares como

~
.

7 = (ucos(wt) — uwt sin(wt))i + (usin(wt) + uwt cos(wt))]

Podemos notar que en coordenadas polares se simplifica mucho el problema debido a la simetria central del
problema. La trayectoria descrita or la hormiga es conocida como la espiral de Arquimides.

Problema 36.

El brazo OA se mueve segin 6 = 0.15¢> [rad]. En este brazo, un deslizador B se mueve de tal forma que su
distancia hasta O es 7 = 0.9 — 0.12t2. Luego de que OA haya rotado 30°, encuentre la rapidez del deslizador B.

14
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Solucion:
Reemplazando en el dngulo dado tenemos que que el tiempo para un dngulo de 30° es ¢t = 1/0.524/0.15 = 1.869
[s]. Sustituyendo este tiempo en las ecuaciones de r y 6 se tiene que para un dngulo de 30°, r = 0.481. De las

ecuaciones tenemos que 7 = —0.24¢ y § = 0.30t. Con esto, |v| = 1/72 + (rf)2 = 0.524

Problema 37.
Para el problema anterior, luego de que OA haya rotado 30°, encuentre la magnitud de la aceleracién del

deslizador B.

Solucion: ' )
De las ecuaciones dadas se tiene que » = —0.24¢, # = —0.14, 0 = 0.30t y 6 = 0.30. Con esto, reemplazando el

tiempo encontrado en la pregunta anterior:

la| = \/(7'«' —762)2 + (rf + 270)2 = 0.531

Problema 38.
Para el problema anterior, luego de que O A haya rotado 30°, encuentre la aceleracion relativa del deslizador B

respecto al brazo O A.

r <

<

0”1\

Solucion:
Como el movimiento del deslizador es segin 7, tenemos que la aceleracién de B respecto a OA es simplemente

7 =—0.24

15
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Problema 39.

Grafique los puntos que cumplan con lo siguiente:

r = 2sin 360

Solucion:
De la ecuaciéon notamos que sin 36 esta acotado entre —1 y 1, pasando por 0 6 veces si es que 6 va de 0 a
27r. Partiendo desde un éngulo nulo, se forma un primer pétalo para 0 < 6 < 27/3, luego al ir avanzando en

intervalos de 27/3 se forman los 2 pétalos restantes:

Problema 40.
Una particula se mueve con velocidad constante v alrededor de un circulo de radio b, cuyo centro esta desplazado

b unidades del origen del sistema de coordenadas de tal forma que el circulo queda tangente al eje y. Encuentre
la velocidad de la particula en coordenadas polares.

Solucion:
Se tiene la siguiente situacion:

0
y \"/
//// \\\ ﬁ ":
/
/ \
/ r ﬁ // \
(N \
T
b I X

Debido al origen desplazado de la trayectoria circular, ¥ ya no es paralelo a 6. Se tiene entonces:

U = —vsin(0)r 4+ v cos(0)6

Esto se debe a que 8 = 6 pues se forma un tridngulo isosceles. Debemos encontrar ahora 6 en funcién de t, por
la geometria del problema tenemos que 26 = wt con w = v/b. Asi:

T = —vsin(vt/2b)F + v cos(vt/2b)0

Problema 41.
Una hormiga se mueve con velocidad constante u ahora por el rayo de una rueda de bicicleta muy grande. Si

16

i



PREGRADO

ingenieria
parte desde el centro en t = 0 y la posicién angular de la rueda esta dada por # = wt con t constante, encuentre
la velocidad y aceleracién de la hormiga en coordenadas polares.

Solucion:

Tenemos que 77 = u y 6 = wt luego 6 =w. La posicién radial viene dada entonces por r = ut y
7 = uf + uwtd
la aceleracion es
@ = (i — r6*)i + (rf + 276)0
= —uw?tf + 2uwl

La trayectoria de la hormiga para distintos angulos puede visualizarse a continuacién:

k4
2
i
’
v, ;3
/
/
/
W
v,
7T
v - 0==
o o7 6
/ v -
-
y -
/
v, / 2
\"0

Vg

Problema 42.
Encuentre los valores de 8 que hacen que una particula que se mueve a velocidad angular constante 8 = w y
radio r = r,e’* tenga aceleracién radial nula.

Solucion:

Tenemos que:

@= (i — r6®)i + (rf + 2/0)0
= (B%roe? — roe®w?)i 4 281w

Con esto, es claro que si 8 = tw la parte radial de @ se vuelve nula.

Problema 43.
Un tambor de radio R rueda por un plano inclinado sin resbalarse. El centro del tambor acelera con una
magnitud a paralelamente al plano por donde rueda. Encuentre la aceleracién angular del tambor.

17
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Solucion:
Como el tambor no resbala, al girar un dngulo 6 la distancia que recorre el borde del tambor es s = Rf. Luego:

r = RO

a=i=RH=Ra
ENp—

"R

Problema 44.

Una particula se mueve en un plano con velocidad radial constante 7 = 4 [m/s], partiendo desde el origen del
sistema coordenado. La velocidad angular también es constante de magnitud 6 = 2 [rad/s]. Cuando la particula
esté a 3 [m] del origen, calcule la magnitud de su velocidad y aceleracién.

Solucion: B )
Reemplazando directamente tenemos que v = 7r + 700 = Ar + 60 luego la magnitud de su velocidad es
V42 4+ 62 =~ 7.2 [m/s]. Para la aceleracién @ = (¥ — r6?)¢ + (r0 + 276)0 se tiene que ¥ = § = 0. Luego

= —12f + 160
La magnitud entonces es v/122 + 162 = 20 [m/s?]

Problema 45.

Una rueda de radio R avanza girando sin resbalar por un plano. Su centro se mueve a velocidad constante V'
y una pequena marca de color en la superficie de la rueda estd en contacto con el piso en t = 0. Encuentre la
posicion, velocidad y aceleracién de la marca de color en funcién del tiempo.

Solucion:
Se tiene la siguiente situacion cuando la rueda avanza:

//r \\\ ~

/ =2y

! %/\‘ X \
( 1% * Vv

\ [ |

\ / P e |

\ / |

N < |
~ T 'x

R® ————l

Sean z,y las coordenadas de la marca, p el vector desde el origen del sistema hasta el centro de la rueda y R’/
el vector desde el centro de la rueda hasta la marca. Se tiene con esto que:

p = ROi+ Rj
R' = —Rsin(0)i — Rcos(0)j

Con lo anterior se tiene que la posicién vectorial de la marca viene dada por:

#i+yj=p+ R = (RO - Rsin(6))i+ (R — Rcos(6))j =

18
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calculamos ahora la velocidad

7 =7 = (RO — Rcos(h)8)i + Rsin(h)6j
= Rw[(1 — cos(0))i + sin(6)]]
y la aceleracién queda entonces como:
@ =7 = Rw?sin(0)i + Rw? cos(6)j
Lo anterior porque como la rueda se mueve a velocidad V constante y tiene un radio R fijo, ' = 6 = 0. Para

agregar la dependencia de del tiempo, se tiene que %Rﬁ(t) =V luego 0(t) = %t + 6,.

Problema 46.
Una particula se mueve segtin 7 = A0 con A = 1/7 [m/rad] constante. § aumenta en el tiempo segtin § = at?/2
con « constante. Muestre que la aceleracién radial es nula cuando § = 1/+/2 [rad].

Solucion:
Tenemos que:

@ = (i — r6%)¢ + (rf + 2i6)0

ap =i — ré?

como r = A = 1" = Af = Aa. De lo anterior se desprende ademés que 6 = a y 6 = at. Con esto:

a ot
Qp = — — ——
"o 27
despejamos el valor de t que anula lo anterior:
a a3t/4

™

2
n_ V2
«

=2 =

evaulando 6 en t':

Problema 47.

Un auto de carreras viaja a 90 [km/hr] por una pista cuando entra por A a un sector semicircular. El conductor
acelera a una tasa constante, saliendo por C' con una rapidez de 144 [km/hr]. Determine la magnitud de la
aceleracion en B.
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Solucion:
Sea s la distancia recorrida entre A y C'. Como la aceleracion tangencial es constante, la velocidad tangencial
aumenta a una tasa constante. Integrando, tenemos que:

/at'ds—/%dv
2
v
as + K = 5
sabemos que en el punto 4, s = 0y v = 25 [m/s]= 90 [km/hr] y en C, s = 1007 [m] y v = 40 [m/s].
Reemplazando la condicién inicial en la ecuacién anterior queda K = 312.5 [m/s?]. Con este valor, reemplazamos
cuando el auto estd en C'

40?
ay = 1.55

con esto, se tiene que la ecuacién que describe el movimiento del automaévil es
02
5 = 1.55s + 312.5

reemplazando en el punto de interés, s = 507 queda

vp = 33.35

luego, la aceleracién centripeta en ese punto es

el médulo de la aceleracion en B es

| a, =11.12 m/s?
O+ -
|
| I
‘ a =112 m/s?

Problema 48.
El cohete de la figura sobrevuela la tierra a una altura cercana a la superficie. Determine el radio de curvatura
en el instante mostrado.
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200 m/s
30°

~
=

Solucion:
Como el cohete estd volando a un altura cercana a la superficie, a,, = g. Con esto,
2

_ Y
9= R
_ (200cos(30))?
- R
luego
150

Problema 49.
La particula P viaja en linea recta con rapidez v = 10 [m/s]. Para el instante mostrado, determine los valores

de 7 y 0, tomando como origen del sistema al punto O.

Solucion:
Tenemos que:

r=1/5% 142 = 6.4

0 = arctan(4/5) = 38.66
vy = —10cos 30 = —8.66
vy = —10sin30 = -5

trasladando el sistema de referencia, tenemos que

rcos(f) =&
7sin(0) = §
fsin(h) = —Z
G cos(d) =7
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con esto:
) Uz Vy
= = —19.09
" cos + sin 0
b=—- + %W _ 74

sinf = cos6

Problema 50.

La posicién radial de una particula P dentro de una centrifuga puede ser aproximada por r = r,cosh(Kt),
donde t es el tiempo y K = 6 es la velocidad angular del contenedor. Detemine el tiempo que demora la
particula cuando para estar a una distancia R del centro:

Solucion:
Tenemosque el tiempo tr para que la particula esté a un radio R es tal que:

R = r,cosh(Ktg)
b cosh™ (R/r,)
e K

Problema 51.
Una pelota P se mueve por un camino parabdlico como se muestra en la figura. Cuando x = 0.2 [m], determine
el valor de r.

Solucion:
Como z = 0.2 entonces y = 4 - 0.2% = 0, 16. Luego r = /22 + y? = 0.2561
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Problema 52.
La particula P parte del reposo en el punto O en t = 0 y luego se mueve con una aceleracién tangencial oy
mientras describe una trayectoria circular. Determine 7 como funcién del tiempo para la primera vuelta de P.

Solucion:
Como la trayectoria es fija, podemos parametrizar cualquier punto en funcién del dngulo 6. Tenemos que para
6(0) =0, r =0y para 6(1/2) = m, r = 2R. Tenemos entonces que

r(t) = 2Rsin0(t)

Problema 53.
Obtenga la relacién polar y bosqueje el grafico de una recta.

Solucion:
Distinguimos dos casos. Cuando la recta pasa por el origen (y = mz), esta queda definida sélo mediante el
angulo que forma con el origen:

0 = 0,, = arctan(m)

Sin embargo, cuando la recta ya no pasa por el origen, procedemos a reemplazar directamente:

y=mx+n

rsin(6) = mrcos(0) + n
sin(f) — m cos(6)

r =

Problema 54.
Obtenga la relacién polar y bosqueje el gréfico de una espiral a) de Arquimides y b) logaritimica.

Solucion:

a) La espiral de Arquimides o espiral aritmética es aquella en donde el radio aumenta a una tasa constante en
funcién del angulo:
r=r,+a(f—0,)
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NI

=
[
8~
=

<)
i

Tol—
o

5

Notamos que para un dngulo dado, la distancia entre cada vuelta es 2am

b) La espiral logaritmica o espiral equiangular es aquella cuya trayectoria tiene angulo respecto a 6 constante:

r= roaefeo

Notamos que el angulo formado con 6 es arctan(In(a))

Problema 55.
Encuentre las ecuaciones necesarias para describir una lozxodrémica de radio R y un nimero arbitrario n de

vueltas:

Solucion:
Notamos que para toda la trayectoria pedida, el radio se mantiene constante. Expresando el camino en coor-
denadas esféricas, se tiene que 6 dependera de la cantidad de vueltas: 6 € [0,2n7). A su vez, el rango de ¢ se
mantendra fijo pues hay que llegar de un polo a su opuesto en la esfera. Con esto, se tiene que:
p=R
6 € [0, 2nm)
pE [_W/Qa 7T/2)
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La manera en que aumenta ¢ depende de 6, pues considera una «altitud» en particular para cada angulo desde
que se parte en un polo y se llega al otro. Como el rango se mantiene fijo, tenemos que:

)
- /24 —
@ 7T/+2n

luego las ecuaciones que describen esta curva son

(p’e’so):P(Raevn): <R397_7T/2+207’L>

Problema 56.

La iondsfera es una region de gases neutros, compuesta de iones positivos y electrones con carga negariva que
rodea a la tierra a una altura aproximada de 200 [km]. Si una onda de radio pasa a través de la ionésfera,
su campo eléctrico acelera las particulas cargadas. Como el campo oscila en el tiempo, las particulas cargadas
tienden a vibrar hacia adelante y hacia atras. El problema es encontrar qué movimiento describe un electrén
de carga —e y masa m que estd inicialmente en reposo y que subitamente se somete a un campo eléctrico
E = E, sin(wt) (la fuerza F de un electrén bajo el efecto de un campo eléctrico es F = —eE).

Solucion:
De la definiciéon de fuerza tenemos que:
—eE
m

a/':

o

m

sin(wt)

Como E, es constante, elegimos nuestro sistema de coordenadas de tal forma que el campo sea paralelo al eje
x. Como no hay aceleraciéon en el eje y o z, consideramos sélo el movimiento en z

—eFE
a(t) = o sin(wt) = a, sin(wt)
m
donde a, = %EO Luego
t
v(t) = vo—i-/ a(t')dt'
0
a
=V, — UO cos(wt)|h
Qo
=V — — t)—1
Vo = (cos(wt) — 1)
y también

t a
=2, + / [vo — —2(cos(wt) — 1) dt’
0 w

=T, + <vo + @> t— a—g sin(wt)
w w

el electrén se encuentra inicialmente en reposo luego x, = v, = 0 entonces:

x(t) = (@) t— % sin(wt)

w
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Esto quiere decir que a medida que el electrén se mueve a través de la iondsfera, oscila en torno al punto en

donde se encuentra con la misma frecuencia del campo que actiia sobre él, como consecuencia de la interaccién
eléctrica entre ellos.

Problema 57.

La distancia més corta entre dos puntos en la superficie de la tierra (considerada como una esfera perfecta de
radio R) es el arco de la circunferencia que estd en el plano que pasa por los dos puntos y el centro de la tierra,
intersecado con la esfera. La posicién de un punto en la superficie de la tierra puede ser especificado por su
longitud ¢ y su latitud A. La longitud mide el dngulo entre el meridiano que cruza el punto y el meridiano de
Greenwich, midiéndose positiva al este de Greenwich y negativa al oeste. La latitud es el angulo que forma el
paralelo que pasa por el punto y la linea del Ecuador, midiéndose positiva al norte de este. Sean dos puntos
r1 y ro y 6 el angulo entre ellos. Encuentre una expresién para 6 en funcién de las coordenadas cartesianas de
ambos puntos utilizando el siguiente sistema de referencia:

Solucion:
Tenemos que las coordenadas de un punto 7; en la superficie de la esfera son:

7 = Rcos()\) cos(¢i)i + Rcos(\) sin(¢;)j + Rsin(\)k

Asi mismo, el angulo (en radianes) entre 2 puntos cualesquiera puede ser encontrado ocupando el producto

punto:
T 7172
01,2 = arccos = 5
r17r9 R

Con esto, la distancia entre los dos puntos es S = R0 2 luego:

S = Rarccos[cos(A1) cos(A2)(cos(¢1) cos(p2) + sin(¢1) sin(pz2)) + sin(A1) sin(Az2)]
0

= Rarccos %cos(/\l + A2)[cos(p1 — ¢p2) — 1] + %cos(/\l — Ao)[cos(¢p1 — ¢2) + 1]

Problema 58.
Utilizando sus conocimientos sobre niimeros complejos y su relacién con las coordenadas polares, «demuestre»
la identidad de Euler:

€™ +1=0

Solucion:

La forma polar de los niimeros complejos z = re? permite representar cualquier nimero en el plano de Argand,
de manera completamente analoga a la representacion de un punto en el plano XY en coordenadas polares. Con
esto, tenemos que por ejemplo la coordenada (0,1) = (1,7/2) se puede considerar como el nimero complejo
0+ 1i.
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Con lo anterior, tenemos que la coordenada (—1,0) en coordenadas cartesianas corresponde a (1,7) en coor-
denadas polares. Extrapolando esto a los complejos, tenemos que —1 + 0i = 1 - €*™ luego " + 1 = 0.

Problema 59.

Un alumno de un curso de electromagnetismo le pide ayuda para estudiar Ley de Gauss. Para esto, usted debe
asesorarlo sobre qué sistema de coordenadas utilizar para parametrizar una variedad de formas en el espacio:
cajas, esferas y cilindros. ; Qué sistema utilizaria para trabajar con estos cuerpos de la manera mas facil posible?
Indique cémo representaria tales formas en el sistema de coordenadas mas adecuado en cada caso.

Solucion:
Para cada uno de los tres cuerpos pedidos, lo mas adecuado es trabajar con los tres sistemas de coordenadas
en el espacio que conocemos:

1. cajas: ocupando el sistema cartesiano, tenemos que una caja queda queda definida por su frontera seguin:

Ir1 = ay
T2 = a9y
y1 = b
Y2 = bo
zZ1 = C1
zZ9 = C9

esto es, la interseccién de seis planos paralelos a los ejes coordenados.

2. esferas: ocupando la simetria del sistema esférico, tenemos que la frontera de una esfera queda definida
Unicamente por:
r=r,

3. cilindros: ocupando el sistema cilindrico (valga la redundancia), podemos definir la frontera mediante dos
tapas y el cuerpo del cilindro:

Z1 = aj
Z9 = a2
r=T0

Problema 60.

Las ecuaciones paramétricas permiten describir curvas y superficies que no necesariamente pueden ser expresa-
das como una funcién entre sus coordenadas. Por ejemplo, una circunferencia de radio r centrada en el origen
puede ser descrita segun:

T =rcosb

y =rsinf

Para 0 < 6§ < 2. Ocupando sus vastos conocimientos sobre los distintos sistemas de coordenadas jcomo se
podria parametrizar una elipse de semiejes a y b centrada en el origen?

Solucion:
Podemos notar que una circunferencia no es mas que una elipse cuyos semiejes son iguales. Ocupando este
hecho, podemos intuir que una parametrizacion de la elipse es de la forma

Tz =acosf
= bsin6
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Probando en los dngulos criticos (multiplos de 7/2), tenemos que

0=0=z=a y=0
0=7m/2=2=0 y=b
f=mn=zx=—-a y=0
0=3r/2=2=0 y=-b

Segun lo anterior todo parece indicar que es una parametrizacion adecuada. Graficando en Wolfram Mathema-
tica tenemos:

**Una demostracién més formal debiera incluir una demostracién de la excentricidad de la parametrizacién
encontrada, pero eso escapa a los objetivos de la Nivelacién.
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