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Introduccién

El presente texto corresponde al trabajo realizado por el Equipo de Nivelacién de Fisica durante el primer
semestre de 2017. Con el apoyo de la Direccion de Pregrado de la Escuela de Ingenieria de la Pontificia Uni-
versidad Catdlica de Chile, este equipo recopild y resolvié diversos problemas en cuatro tépicos introductorios
al curso Estdtica y Dindmica.

La seleccién de los problemas tienen como objeto facilitar la adaptacion de los alumnos a la fisica de nivel uni-
versitario. El orden de los mismos es incremental en dificultad, de acuerdo al criterio del ayudante que elabord
este documento. En el final del mismo se pueden encontrar las fuentes de donde provienen los problemas e
imagenes utilizados en la elaboracién de este compilado.

Esperamos que este conjunto de problemas resulte de utilidad para los alumnos, y que contribuya a su proceso
educativo en el primer curso de fisica durante su formacién como Ingenieros. Cualquier comentario, favor co-
municarse con la Direccion de Pregrado para canalizar las inquietudes a quien corresponda.

Equipo de Nivelacién
Primer Semestre de 2017
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Problema 1.

La posiciéon de una particula que se mueve unidimensionalmente esta definida por la ecuacion:
x(t) = 2t — 15t2 + 24t + 4 donde 'z’ y 't’ se expresan en metros y segundos respectivamente. Determine:
a. ;Cuando la velocidad es cero?

b. La posicién y la distancia total recorrida cuando la aceleracion es cero.

Solucion:

a. Recordemos que:

dr d
v(t) = — = —(2t3 — 15t + 24t + 4) = 6t% — 30t + 24
dt dt
Sea t’ el tiempo en que la velocidad se anula, entonces v(t') = 0.
De este modo:
0= v(t') = 6(t') — 30(t') + 24 = 6[(#)% — 5(¢') + 4] = 6[(¢") — 4][(¥)) — 1]
Asi tenemos que:
th=4,th=1
De este modo, tenemos que la velocidad se anula al primer segundo y a los cuatro segundos.

b. Recordemos que:

v d
a(t) = = (61> — 30 + 24) = 12¢ ~ 30

Ahora sea t’ el instante en que la aceleracién se anula, entonces a(t') = 0
Ahora:

0=a(') =12t — 30

¢ L 30
Asf tenemos que: t' = 5 =

[\el[é3

Por lo tanto, la posicién en este instante es:

o) = (3) =2(5)° ~15(3)°+ 24 (3) + 4= 2P -3 o0+ 4= 2P 6a— 1P 1

[\GI[V]

De este modo, la posicion de la particula cuando la aceleracion es cero es de % metros.

Ademsds la distancia total recorrida esta dada por:

distancia = |z(t') — z(0)| = |% — 4| = %
Finalmente la distancia total recorrida es: % metros.
Problema 2.

Pedro es un joven que le gusta practicar atletismo, y en estos momentos esta a segundos de realizar su primera
carrera del ano. Consideremos a tgp = 0 [s] , el momento en que comienza a correr. De este modo z(tp) = 0 [m].
En t; =1 [s] se encuentra en z(¢;) = 25 [m] y en ¢ = 3 [s| se encuentra en x(t2) = 100 [m].

i



i) Calcule el desplazamiento que realizo entre ¢y y t;.
ii) Calcule la velocidad media entre ¢y y ¢;.

iii) Calcule el desplazamiento que realizo entre ¢ y to.
iv) Calcule la velocidad media entre t1 y to.

Solucion:

i) El desplazamiento entre to y t1 esta dado por:

d=xz(t1) — z(tp) = 25[m] —0 [m] = 25 [m]

’desplazamiento =d = 25[m] ‘

ii) La velocidad media entre tg y t1, esta dada por:

__xt)—a() 4 25[m] .,
= o= 1 =B

velocidad media = v = 25 [@}
s

iii) El desplazamiento entre t; y to esta dado por:

d = x(t2) — z(t1) = 100[m] —25 [m] = 75 [m]

’desplazamiento = d = 75[m] ‘

iv) La velocidad media entre ¢; y to, esta dada por:

B ZE(tQ) *l‘(tl) d 75[111] ml m
| T TS 7 [3]=375[%]
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velocidad media = v = 37.5 [T}

S

Problema 3.

Determine la velocidad y aceleracion en funcién del tiempo de una particula a partir de su posicién en funcién
del tiempo que esta dada por:

Solucion:

Tenemos que:

z(t) = ftt2 e du
dF(u)
du

2
:eu

Usando el teorema fundamental del célculo tenemos que sea F'(u) tal que: entonces tenemos que:

z(t) = F(t?) — F(t)

De este modo:

o(t) = d(z(t)) _ ﬁ [F(tQ) _ F(t)] _ dF(t2) B dF(t) _ (dF(t2)> (d(tQ)) B (dF(t))

dt dt d(t2) dt dt
dF(t?) dF(t)
ZQt( d(#2) ) _( dt )

dF(u) 5
Ahora notemos que usando que: Ju = e, entonces:
U
dF(t?)  dF(u
(t) = () = ¢¥ i es que tomamos u = t2. De este modo: eu’ = et

di2) ~ d(u)

De este modo:

Ahora también tenemos que:
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De esta manera:

dF(t?) dF(t) i
2t (d(t2)> — (dt) =2t-e" —e

Finalmente:

v(t) =2t - el — et

Ahora tenemos que:

do(t) d PN o de?) dt\ det" d(e™)\ [ d(t?)
alt) = =5 :ﬁ@t'e — >_2£<t'6 >_ dt _2!<dt>e +t'<dt>]_<d(t2)>( dt)

d(et' d(tt
et4—|—t- (d((t4))> ( iit>>] —2t-et2:2[t4+t-et44t3} —2t-et2:2-et4+8-t4et4—2t-et2

=2

De este modo:

a(t) =2- A

Problema 4.
Determine las ecuaciones de la aceleracion, velocidad y posicién para una particula que se mueve con velocidad

constante. Considere tg = 0[s|, x(tp) = xo. Para esto recuerde que:

x@—am:/vwm

to

Solucion:

Como la velocidad es contante diremos que: m Ahora:
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do(t
a(t) = Z(t) = 0. De este modo: m

Considerando que: z(tg) = xg, entonces tenemos que:

x(t) — xo :/Otv(u)du:/otvduzv ur =t

0

As{ tenemos que: z(t) — zo = vt, por ende: ‘:L‘(t) =x0 + vt‘

Problema 5.
Determine las ecuaciones de la aceleracién, velocidad y posicién para una particula que se mueve con acelera-
cién constante. Considere ty = 0[s], z(ty) = 2o y v(tg) = vo. Para esto recuerde que:

v(t) —v(ty) = /t a(u)du

0

() — a(to) = /t () du

Solucion:

Sea a(u) = a y como v(tp) = vg y to = 0 [s], entonces:

t
v(t)vgz/ adu=a-ulh=at
0

De este modo: v(t) — vy = at, y por ende: ‘v(t) =at + vo‘

Ahora como x(t9) = o y to = 0[s], entonces:

t t t t u2 t t t2
:v(t)—xoz/v(u)du:/(au—i-vo)du:a/udu+vo/du:a~} —|—vo~u] =a-—+4uvy-t
0 0 0 0 2 1o 0 2

2

De este modo: z(t) — xg = a% + vot y por ende: | z(t) = zo + vot + @

Problema 6.
Determine las ecuaciones de movimiento para una particula que es lanzada hacia arriba desde la posicién
y(to) = 0 [m] en ¢ty = 0[s] con una velocidad inicial v(ty) = vp.

i
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Solucion:

Notemos que este ejercicio se puede resolver de igual manera que el anterior, pero utilizaremos otros recursos.
Primero notemos que la aceleracién que esta actuando es la gravedad y actua hacia abajo en el eje Y. Ademas
esta aceleracién es constante y de magnitud g. Como esta aceleracién es constante, entonces es igual a la ace-
leracion media. De este modo:

v(t) —v(te) () —vo

t—to t

De este modo: v(t) — vg = —gt, por ende: ‘v(t) =y — gt ‘ Ahora usaremos que:

De este modo:

u2

t t t t ; "
y(t) —yo = / v(u)du = / (v — gu)du = / vy du — g/ udu = vou} — g—} =gt — g—
0 0 0 0 0 2o 2

t2 t2
Tenemos, asi que: y(t) — yo = vot — 9 ¥ oMo Yo = 0, entonces: |y(t) = vot — 95

Problema 7.
Considere el lanzamiento de una piedra hacia arriba con una velocidad inicial v, en ¢y = 0[s] desde y(tp) = O[m]

i) ;{Cual es la maxima altura que alcanza la piedra?

ii) ;Cuanto tiempo transcurre desde que es lanzada la piedra hasta que alcanza la altura méxima?
iii) ;Cuanto tiempo transcurre desde que alcanza la altura maxima, hasta volver al suelo?

iv) {Cuanto tiempo se demora desde que es lanzada hacia arriba hasta volver?
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Solucion:

i) Recordemos que la altura en funcién del tiempo es:

gt?
y(t) = vot — —

2
De este modo: y/'(t) = vy — gt

Ahora los puntos criticos de y(t), son aquellos puntos t* tales que: y/(t*) =0

Ahora resolvemos ' (t*) = vg — gt* =0

Asi tenemos que el Unico punto critico es t* = —

v
Ahora notemos que: y”(t) = —g, por lo tanto: y”(t*) = —g. Asi el punto critico t* = 2 corresponde a un
g

maximo local.

42
Como y(t) = [vot — 92] — —o00, cuando t — 0o, y ademds

gt?
y(t) = |vot — o | cuando t — —o0

Entonces el punto t* corresponde a un maximo global. De este modo:

Finalmente:
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hmaw = %
2
Otra forma de solucionarlo: Notemos que y(t) = vt — > es una parabola. Recordemos que una parabola
2
de la forma y(t) = at? + bt + ¢, con a < 0 tiene su punto maximo en t = ~ 50 Ahora para y(t) = vot — 97
a
g " — VYo Vo (.
tenemos que a = —5 < 0, b = vy, por lo tanto, en t* = = —, se da el valor maximo. De este modo:
-9 g
2 2 2
(20 vo g [ vo vg  lvg v
hmax_y(t*)_y =v0——35| — — T =
g 2\y 9 29 2
Finalmente:
v
himaz = %

Asi obtuvimos la misma respuesta de las dos formas.

ii) Notemos que el tiempo que la piedra se demora en alcanzar la altura méxima, es el mismo tiempo t*
calculado en i). Por lo tanto, el tiempo que se demora la piedra en alcanzar su altura maxima es:

ot
g

iii) Notemos que sea to el tiempo que se demora la piedra desde que es lanzada a volver al suelo, enton-
ces el tiempo que se demora la piedra desde que alcanza su altura maxima a volver al suelo es to — t* y
como ya tenemos t*, entonces procederemos a calcular t3. Notemos que t2 debe cumplir que: y(t2) = 0 con
ta # 0, pues sabemos que y(0) = 0, y los que nosotros buscamos es un tiempo distinto al inicial (distinto a cero).

De este modo:

= 0. Como t9 # 0, entonces:

g 2 t2
y(tQ) = —5(752) + Uo(tg) =19 —g;—i— V0

to 21]0
—g;—l— vg = 0, por ende: ty = 7

Asi tenemos que:

i



PREGRADO

ingenieria

Finalmente, tenemos que el tiempo que se demora la piedra desde que alcanza la altura maxima hasta volver
al suelo es:

Es importante notar que el tiempo que se demora la piedra desde que es lanzada hasta alcanzar
su altura méaxima es el mismo que se demora la piedra desde que alcanza su altura maxima hasta
volver al suelo.

iv) Notemos que el tiempo que transcurre desde que es lanzada la piedra hasta volver al suelo ya fue calculado
y corresponde a:

Problema 8.
Rodrigo es un estudiante muy alto, quien quiere lanzar una piedra desde el piso y que esta alcance 45 [m)].
Considere g = 9, 81 [S%] A partir de esto responda las siguientes preguntas:

i) {Cual es la minima velocidad inicial con la que debe ser lanzada la piedra para alcanzar los 45m]
ii) ;Cuanto tiempo se demora la piedra en alcanzar los 45[m].

&

Solucion:

i) Notemos que la minima velocidad con la que se debe lanzar la piedra para alcanzar una altura de 45[m] es

igual a la velocidad inicial necesaria para que al lanzar la piedra su altura maxima sea 45[m]. Y como sabemos
2

)
que: hmar = 2—0 , entonces: v% = 2ghmaz , asi: vg = £v/2ghmas, ¥y como vy > 0, entonces: vg = v/29hmaz-

Usando los datos del problema tenemos que:

00 = \/29hmaz = /2 - 9,81 - 45 {%} —929.71 [%}

10
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Finalmente:

v = 29,71 [g

ii) Recordemos que el tiempo que se demora en alcanzar la altura maxima es:

=0
g
Usando los datos del problema, tenemos que:
v 29,71 |2
== [mf] 3,03[s]
g 9,81[3%]

Por lo tanto, el tiempo que se demora la piedra en alcanzar los 45[m)] es:

t* = 3,03[s]

Problema 9.
La aceleracién de una particula en funcién del tiempo es: a(t) = t. A partir de esto, encuentre la funcién de la
velocidad y de la posicién en funcién del tiempo si sabemos que: v(1) = 3 [2], y que: z(2) = 2[m).

Solucion:

Recordemos que para encontrar la velocidad en funcién del tiempo tenemos que usar que:

2 -1 2 -1 t?—=1 6 t*+45
Y como v(1) = 3, entonces: v(t) = T—l—v(l) = T-|—3 = T+ 5=y

De este modo, la velocidad en funcién del tiempo v(t) es:

11
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Ahora para encontrar la posicién en funcién del tiempo tenemos que usar que:

t t u2+5 tu2 ty u3t 5 t t3 23 5
o) = 2(2) = [ vl /( . >u [t =t s S = ]

_t3 8 15t 30_t3+15t—38

6676 6 6
t3 4+ 15t — 38
De este modo: z(t) — z(2) = ——  Ycomo x(2) = 2, entonces:
3 4+ 15t — 38 3 4+ 15t — 38 3415t —38 12 3+ 15t —26

De este modo, la posicién en funcién del tiempo z(t) es:

_t3—|—15t—26
N 6

x(t)

Problema 10.

La velocidad de una particula en funcién del tiempo es: v(t) = e~'t. Encuentre su aceleracién y posicién en

funcién del tiempo si sabemos que z(0) = 0.

Solucion:

Para encontrar la posicién en funcién del tiempo tenemos que usar que:

x(t) —z(0) = /Otv(u)du = /Ot e "u du

Ahora esta integral, la podemos resolver por partes. Sea f(u) =u = f'(u)=1y
g'(u)=e™ = glu) =—e™

t

t . t t
/ e "u du = —ue_“} - / —e U du=—tet+0-e "+ / e Vdu=—tet—e U =—te -
0 0 0

0 0
Como z(0) = 0, entonces tenemos que la posicién en funcién del tiempo z(t) es:

12
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z(t)=—tet—et 41

Ahora para obtener la aceleracién en funcién del tiempo tenemos que usar que:

do(t) d(e7') d(e™?) LAt : : :
t = g g . t T — = —e t = - ]. - t
o) =4 dt q e g et el

De este modo, la aceleracién en funcién del tiempo a(t) es:

Problema 11.

Considere una particula la cual su posicién en funcién del tiempo esta determinada por: z(t) = A - cos(wt + ¢),
donde w y ¢ son constantes. Determine la velocidad en funcién del tiempo v(t) y la aceleracién en funcién del
tiempo a(t).

Solucion:

Para calcular la velocidad en funcién del tiempo v(t) debemos usar que:

dlz(t)] d[A-cos(wt + )] _ 4. d[cos(wt + ¢)] _ 4. dlcos(wt + ¢)]d(wt + ¢) — A sinut + d)w

o) = =5 = dt dt d(wt + ¢) dt

Asi tenemos que la velocidad en funcién del tiempo v(t) es:

"U(t) = —Aw - sin(wt + @) ‘

Ahora para calcular la aceleracién en funcién del tiempo a(t) debemos usar que:

(0 = do(t)]  d-Aw-sin(wt+9)] . dlsin(wt +¢)]  dlsin(wt + ¢)]d(wt + ¢)
W= T dt - dt Y Tt + 9) dt

= —Aw - cos(wt + P)w = —Aw? - cos(wt + @)

Asi tenemos que la aceleracién en funcién del tiempo a(t) es:

a(t) = —Aw? - cos(wt + ¢)

13
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Problema 12.
Considere una particula, la cual su velocidad en funcién de la posicion esta dada por:

v(z) = VR?+ 22

Determine la aceleracién en funcién de su posicién.

Solucion:

Recordando la definicion de aceleracién y velocidad, y usando la regla de la cadena tenemos que:
_dv fdv de) (dv
““at " \dx) \at) " \dz) "

dv d 1 x
—=—(V22+ R?) = L 2x =
dx dx( ) 2vz2 + R2 V2 + R?

Notemos que:

De este modo:

dv x
== e . = ——— 2 2 —
a(x) (dw) v 7 Vi + R =z

Asi tenemos que la aceleracién en funcién de la posicién esta dada por:
a(z) =x

Problema 13.
Considere una particula que se esta moviendo tridimensionalmente. Su movimiento se describe en coordenadas
polares de la siguiente manera:

A C-t

conp(t):m, O(t)=B-t y z(t)zm

Determine la velocidad y la aceleracién cuando ¢t = 0, y cuando t — oco. Asuma que A, B, C' son constantes.

Solucion:
Recordemos que en coordenadas cilindricas:
) =p-p+p-6-0+3-k

14
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alty=[p—p 0 p+12:p-0+p- 0 6+%k

Ahora:
A ‘ A ) 24

PG+ TP e e T T

=Bt = 0=B = =0

ot :(H4—U20111 _ c__ 2C
t+1 t+1 (t+1) (t+1)2 (t+1)

Ahora tenemos que:

a(0) = [5(0) = p(0) - (0)"] - (0) + 2 H(0) - (0) + p(0) - H(0)] - B(0) + 2(0) - k

Ahora notemos que:

p(0) = A, p(0)=—A, p(0) =24

6(0) =0, 6(0) =B, 9(0)==

2(0) =0, 2(0)=C, Z(0)=

p(0) = [003(0(0)) 5in(6(0))] = [cos(0), sin(0)] = (1,0) =
0(0) = [=sin(6(0)), cos(6(0))] = [~sin(0), cos(0)] = (0,1) =

De este modo:

v(0)=-A-i+AB-j+C -k

a(0) = [2A — AB? i —2AB-j—2C - k

Ahora también notemos que cuando t — oo

p=0. p=0, j=0

=B, §=0

2=0, 2=0

Asi de este modo, cuando t — oo
=0
i=0

Problema 14.

Un auto parte del reposo y viaja en una linea recta tal que acelera a una razén constante a; = 10 [ ] por
10[s]. Luego desacelera a una razén constante de ag = —2 [5 } Calcule el tiempo que se demora en frenar el
auto desde que comienza a desacelerar.

15
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Solucion:
Desde ¢t = 0[s], hasta t = 10[s], la velocidad en funcién del tiempo esta dada por:

v(it)=vo+a-t=10-1¢

Por lo tanto, a los 10 segundos su velocidad esta dada por v(10) = 10 - 10 = 100.

Consideremos como ¢t = 0[s], a este instante. De este modo, la velocidad en funcién del tiempo esta dada por:
v(t)=vo+a-t=100—2-t

Sea t’ el tiempo en que el auto frena, entonces v(t') = 0. De este modo:

0=v(t')=100—2-¢t

De este modo:

t' =50

Asi, tenemos que el auto demora 50 segundos en detenerse desde que comienza a frenar.

Problema 15.

Considere el siguiente grafico que muestra la velocidad en funcién de la posicion. Calcule la aceleracion en
funcién de la posicion.

10 T T T T T T T T

Solucion:
Recordando la definicién de aceleracién y de velocidad, y ademéas usando la regla de la cadena, tenemos que:

dv dv dx dv
() 8)-(2)

v
Notemos que para z € [0, 3], v(x) = 2 - z, por lo tanto: e 2, entonces:
x

d
a(x) = (ch‘) v=2-2-x=4-x

16
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dv
Ahora notemos que para z € (3,00), tenemos que v(z) = 6, por lo tanto: pr 0, entonces:

a(x) = (Z;)-UZO-GZO

Asi finalmente tenemos que:

_ J4r size]0,3]
ale) = {O six € (3,00)

Problema 16.
Considere un cuerpo que se mueve con una aceleracién constante a, y que comienza con una aceleracién vy en
la posicién zg. Encuentre una relacién entre z(t), zo, a,vo y vg que no involucre al tiempo.

Solucion:
Consideremos las ecuaciones para la posicion en funcién del tiempo y la velocidad en funcién del tiempo para
un particula que se mueve con aceleracion constante.

@ 2
x(t):xo+v0-t+§-t

v(t) =vo+a-t

De este modo, tenemos que:
_ v(t)—vo _
v(t) —vo=a-t = ===t

Ahora, reemplazando este valor de ¢ en la funcién x(t), tenemos que:

H?(t) — 20+ vg - <v(t)—v0) + 2 (v(t)—vo>2 =20+ vo-v(t)—vd + v(t)2—2v(t)vo+v3 = 20+ 21}0-1)(22721)3 + v(t)2—2v(t)vo+v3

a 2 a a 2a 2a

v(t)2—vd
=To+ — 5

Asi tenemos que:
v(t)2—v2

z(t) =xo+ "2 = 2-a- (x(t) —xo) = v(t)* — v

Por lo tanto, la relacién entre z(t), xg, a,vo y v(t), que no involucra al tiempo es:

2-a- (x(t) — 20) = v(t)* — v}

Problema 17.
Considere el siguiente gréafico de la posicién en funcion del tiempo. Calcula la velocidad en funcién del tiempo.

17
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12 T T T T T T

=

Solucion:

dx
Notemos que v(t) = a0 por lo tanto, la velocidad seria la pendiente del grafico mostrado.

Desde t =0 a t = 2, el gréafico tiene una pendiente de %
Desde t =2 a t = 4, el grafico tiene una pendiente de 0

Desde t =4 a t =5, el gréafico tiene una pendiente de _T7 = -7
Desde t =5 a t = 6, el grafico tiene una pendiente de % =10

De este modo, la velocidad en funcién del tiempo es:

3.5 site(0,2)
0 ite (2,4
o(t) = s € (2,4)
—7 site(4,5)
~10 site (5,6)

Notemos que en t = 0, 2,4, 5,6 no esta definida la velocidad, pues la pendiente en el grafico no esta definida.

Problema 18.

Considere un bote que va navegando hacia el norte con velocidad de 10 [%] en un rio, y ademas considere que
el agua del rio se mueve hacia el este con una velocidad de 5 [%] . Determine cual es la velocidad del barco para
un espectador que se encuentra a la orilla del rio y su magnitud. Ademés note que para el espectador el barco
va formando un angulo € con respecto al eje Y, determine ese angulo 6
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Solucion:
Notemos que la velocidad del bote es: ¥p = 10 - 7, v que la velocidad del agua del rio es g = 5 - i. De este
modo, la velocidad del bote respecto al espectador es:

—

T=0p+0pr=5-1+10-7

La magnitud de este velocidad es:

|| = V52 + 102 = /25 + 100 = /125

Ahora para determinar el angulo # consideraremos el tridngulo rectangulo asociado. Asi tenemos que: tan(6) =

=1 = 0=t (3

Problema 19.

Dos pelotas se lanzan desde un mismo punto, una hacia la derecha con una velocidad v formando un angulo 6
y la otra hacia la izquierda con una velocidad v formando un angulo 6. De una formula para la distancia entre
las dos pelotas en funcién del tiempo.

Solucion:
Consideremos al origen como el punto de donde se lanzan las pelotas. Ahora calcularemos la ecuacién de
movimiento en el eje X para ambas pelotas. Partiremos con la pelota que se lanza hacia la derecha.

Primero descompondremos la velocidad:

v - sin(6)

e >
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Ahora como la tnica aceleracién que esta actuando es la gravedad, entonces:

x1(t) =v-cos(f) -t

Ahora analizaremos el caso en que la pelota se lanza hacia la izquierda.

Primero descompondremos la velocidad:

v - sin(6)

-
<

Ahora la ecuacién para el movimiento en el eje X para la pelota que se lanza hacia la izquierda es:

xa(t) = —v-cos(f) - t

Ahora notemos que la distancia entre ambas pelotas en funcién del tiempo esta dada por:

d(t) =x1(t) —xo(t) =v-cos(0) -t — (—v-cos(@)-t) =2-v-cos(f) -t

Finalmente, la distancia en funcién del tiempo es:

‘d(t)zQ-v-cos(H)-t

Problema 20.

Considere un bombero que quiere apagar un incendio en un edificio que se encuentra a una distancia d del
bombero. El bombero lanza el agua con un angulo 6 y asi logra apagar el incendio. Determine la altura h en
donde se encontraba el incendio.

Solucion:
Primero descompondremos la velocidad:
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v - sin(6)

Voo

Si consideramos como el origen al punto de donde sale el agua, y considerando que la Unica aceleracién actuando
es la gravedad, entonces las ecuaciones del movimiento para la primera gota de agua que cae en el incendio es:

z(t) =v-cos() -t

y(t) =v-sin(f) -t — = -2

N |Q

Sea t' el instante en que la primera gota cae en el incendio, entonces tenemos que z(t') = d y que y(t') = h.
Despejaremos ¢ usando que z(t') = d. De este modo:

d=x(')=v-cosd) -t

De este modo:

. —
v - cos(0)

Y como h = y(t'), entonces:

h:y(t/)zv.sm(g).(v'ci(e))g.(%cjs(e)f:tan(ﬁ).dg.vzc‘i;@

Asi tenemos que:

_ Ly @
h=tan(9)-d 2 02 cos?(0)

Problema 21.
Considere un bloque de masa m que cae por una pendiente como se muestra en la figura. Cuando el bloque se
despega de la pendiente lleva una velocidad de v = v/2gh.
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A
Y

;,Cuanto tiempo transcurre desde que sale el bloque de la pendiente hasta que toca el suelo?

Solucion:

Calcularemos las ecuaciones de movimiento para el bloque una vez que se despega de la pendiente. Lo primero
que haremos serd descomponer la velocidad una vez que el bloque se despega de la pendiente, considerando
que la pendiente tiene un angulo 6.

v - sin(@)

Ahora considerando como el punto en donde el bloque se despega de la pendiente como el origen de nuestro
sistema, y ademas como la tnica aceleraciéon actuando es la gravedad, entonces las ecuaciones de movimiento
son:

xz(t) =v-cos(f) -t

y(t)=H —v-sin(f) -t — < -t

NS

Ahora, sea ¢ el momento en que el bloque toca el suelo, entonces sabemos que y(t') = 0. Por lo tanto, nos
preocuparemos en determinar ¢ utilizando que esta ecuacién.

0=yt')=H —v-sin(d) - (t') — % ()2
De este modo:
H—wv-sin()-(t')—%- )2 =0

Resolveremos usando la ecuacién cuadratica. De este modo:
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v-sin(0) £ /v2sin2(0) + 2gH  —v - sin(0) £ \/v2sin?(0) + 2gH
-9 g

r_
lig =

Asi notamos que:

Vo= —v-sin(0)—+/v2sin?(0)+2gH o= —v-sin(0)++/v2sin?(0)+2gH
1= g 2™ g

Como t' > 0, entonces descartamos ¢, de este modo:

, Vv2sin2(0) +2gH — v - sin(0) v - sin(0) 2gH
g g v2 - sin2(6)

Ahora recordando que v = v/2gh, entonces v?> = 2gh. De este modo:

v - sin(6) 2gH v - sin(6)
o vsm) oy 29 g sl
g [\/ + 2gh - sin?(0) ] g

Asi, el tiempo en que se demora el bloque en tocar el suelo es:

H
L h-sin2(0) 1]

H

v-sin(9) | 1+imn2(6)_1]

g

t =

Problema 22.

Considere el mismo problema estudiado en la pregunta anterior. ;Cuanto vale R?

Solucion:

Ahora notemos que sea t' el momento en que la particula toca el suelo, entonces z(t') = R. As{ podemos
determinar R, utilizando el ¢’ determinado anteriormente. De este modo:

R =z(t') = v-cos(8)-t' = v-cos(h)-

Uszn(e)[ 1+h.;[n2(0)_1]:1}2.@08(?2-8@'771(9)'[ 1 hsfﬂ(e)_l]

Recordando que v? = 2gh, y tambien que 2 - sin(f) - cos(f) = sin(26), entonces tenemos que:

H
L h-sin2(6) 1]

v? - cos(f) - sin(f) '
g

R= 1+

H _ 2gh - cos(0) - sin(0)
h-sin2(6) | g '

H

= h- sin(20) - 1+h-sin2(9)_1]

:h-2'cos(0)-sin(0)-[ 1+

h-sin2(6) 1]

Asi finalmente tenemos que:
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H

L h-sin2(6) 1]

R =sin(20) - h -

Problema 23.

Considere nuevamente el caso estudiado en la pregunta anterior. De una aproximacién de cuanto vale R y t’ si
h>>H

Solucion:

Recordemos que:

H

b h-sin2(0) 1]

R = sin(20) - h -

H
g'[ ”h-smm”]

Ahora notemos que ambas expresiones involucra el termino: [, /1+ %2(9) — 1}
H

Ahora lo que haremos serd hacer una aproximacién de Taylor de grado 1 de la expresién , /1 + Tsin®(0)

Sea f(x) =1+ zconz = ﬁi’(e) Como h >> H, entonces: x = #2(9) << 1. De este modo, como = << 1,
haremos una aproximacioén en torno a z = 0.

La aproximacién de Taylor esta dada por:

f(@) =~ f(0) + f(0) - =

Notemos que como f(z) =+1+z = f'(z)= 2\/% Ast: f(0)=VI+0=V1=1,y f(0) = 5 11+0 =1

De este modo:

1
\/1+ZL‘R¢1+§'1‘

Recordemos que esta aproximacion es valida solo cuando x &~ 0 y como 0 < z << 1, entonces es valida.

Reemplazando con x = ﬁ%, entonces tenemos que:

m
h-sin2(0) 2\ h-sin?(0)

De este modo:

Asi tenemos que:
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R=sin(20)-h-|4/1+

Recordando que: 2 - sin(0) - cos(0) = sin(26)

2

Rwsm(20).h_l<H>:25in(9)cos(9).h.;<

h - sin?(6)

Finalmente tenemos que:

h-sin2(0) 1]

1
~ sin(20) - h- =

_ H - cos(0)

(R~ H-cot(0)|

PREGRADO
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= H - cot()

Notemos que esta aproximacién es el mismo valor que hubiera tenido R, si es que el bloque hubiera seguido la

misma direcciéon que traia en la pendiente.

También notemos que:

1+

h - sin?(0) g

H

H B 1] _ V2gh - sin(0)

L

Asi finalmente tenemos que:

V2gh - sin(0) T sin(6)

2

m.sm(e)}( H >

h - sin?(6)

, H
t~ —
v - sin(6)
Problema 24.
La aceleracién de una particula esta definida por la relacién: @ = —60z~'% donde a y = se expresan en Zym

respectivamente. Si se sabe que la velocidad en = 4 es nula, determine la velocidad cuando:

a.r=2m
b. z=1m

c. z = 100mm

Solucion:

Recordando la definicién de aceleracion:
dv
Cdt

Ahora utilizando la regla de la cadena tenemos que:

7dv7 dv dzx
““at \az) \ @t

a
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Ahora recordando la definicién de velocidad que nos dice que:

_dx
Cdt

Entonces tenemos que:

-(2)(2)-(2)(2)-2

Asi obtenemos la siguiente relacion:

dv
a=v—

dx

Recordando que:

v

a=—60z"1°
Entonces tenemos que:

d
60z 1P = d—v = —60x 1 5dx = vdv
T

Recordando que v(z = 4) = 0, entonces tenemos que:

xr v
/60u—1~5du:/ b db
4 0

De este modo:

- 60u‘0'5} z b2
—0.5

120 120 @2
VrooJ/4o2

Asi tenemos que:

240

v(z)? = —=—-120

N

a. Para x = 2m tenemos que:

240 240+/2

v(2)? = N 120 = VoA 12

i 2
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240
0= 7\@ — 120 = 120v/2 — 120 = 120[v/2 — 1]

Se puede observar que hay dos velocidades cuando x = 2m, esto significa que la particula pasa 2 veces por

x = 2m, por ello la existencia de dos velocidades. De este modo:

v1(2) = 1/120[vV2 — 1] v2(2) = —/120[v2 — 1]

b. Para x = 1m tenemos que:
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, 240
v(1)* = — — 120 = 240 — 120 = 120
V1
Como se observa, existen dos velocidades por la misma razén que el caso anterior. Asi tenemos que:
v1(2) = V120 v2(2) = —v120
c. Para x = 100mm = 0.1m tenemos que:
240 240 0.1 240
v(0.1)2 = —=—-120 = ——— 120 = —/0.1 — 120 = 120 - 20v/0.1 — 120 = 120[20v/0.1 — 1
(0.1) v0.1 v0.1v/0.1 0.1 [ ]

Asi tenemos que:

v1(2) = \/120[20\/07 —1]]|  |w(2) = —\/120[20x/ﬂ —1]

Problema 25.
Considere una proyectil que entra en un medio viscoso con una velocidad vg. La particula recorre 4m antes de
quedar en reposo. La velocidad en este medio viscoso esta dada por v = vg — kx. Considere que vg = 900 [%]

Vo

4m

Determine la aceleracién inicial del proyectil.

Solucion:

Notemos que la velocidad es v(z) = 900 — kx. Tenemos que determinar 'k’ y utilizaremos que v(x = 4) = 0.
Por lo tanto:

0=v(z = 4) = 900 — 4k
Por lo tanto k = 225.
De este modo tenemos que: v(z) = 900 — 225z = 225[4 — z

Ahora recordando la definicién de aceleracion y velocidad ademds con regla de la cadena tenemos que:

_dv_ dv dzx B dv
““at N\ \at) " \az)?
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Ahora notemos que:

ZZ - CZ(225[4 - x]) = 9295

Asi tenemos que:

a(v) = —225v

Por lo tanto, la aceleracién inicial esta dada por:

ag = —225v9 = —225 - 900 = 202500
Finalmente, la aceleracién inicial del proyectil es 202.500 [Sﬂg]

Problema 26.
Considere el mismo problema estudiado anteriormente.

Determine el tiempo trascurrido para que el proyectil alcance una distancia de 3.9m en el medio viscoso.
Solucion:

Para esto, primero debemos determinar la posicién del proyectil en funcién del tiempo. Recordando la definicion
de velocidad tenemos que:

dz
225[4 — 2] = v(x) = o

Asi tenemos que:

295 dt — 0%
T 4—g

Ademas de esto, tenemos que la posicién en el tiempo ¢t = 0 (cuando entra la particula al medio viscoso) es
x =0. Asi z(0) = 0.

Ahora:

/t225d "t b
u = —_—
0 o 4—0

295t = —In(4 — b)} = —In(4 — ) + In(4)

X
0
De este modo:

—225t 4+ In(4) = In(4 — x)
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De este modo, la posicién en funcién del tiempo esta dada por:

z(t) =4-[1 - e 2%

Ahora hay que determinar el tiempo ¢’ en que la particula recorrié 3.9 m, es decir que z(¢') = 3.9 m. As{
tenemos que:

() =4-[1—e 2] =39

Ahora aplicando logaritmo a ambos lados tenemos que:

1
— ) = —225¢
In (4()) 5t

—In (40) = —225¢/

In(40)
225

t =

, 4
De este modo, la particula se demora ln2(250 ) segundos en recorrer 3.9 metros.

Problema 27.

Considere una regadera la cual gira formando un angulo ¢y con respecto al eje vertical, la cual esta instalada
en un plano horizontal con un angulo a. La regadera lanza agua con una velocidad vg. Sea B el punto en donde
cae el agua cuando la regadora esta apuntando hacia la derecha y C el punto donde cae el agua cuando la
regadora esta apuntando hacia la izquierda como se muestra en la imagen.
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/ $o|Po dg

M

~J
v

Determinar el valor de dp

Solucion:
Debemos hacer el andlisis para el sector derecho. Primero descomponemos la velocidad:

g - sin(g)
F-mm----- >

Vg * cos(¢o)

Consideraremos como origen al lugar donde esta ubicada la regadera, de este modo, la ecuaciones de movimiento
para el chorro que sale hacia la derecha son:
z(t) = vo - sin(do) - t

y(t) = vo - cos(gg) - t — g -2

Sea t' el momento en que impacta el chorro en B, tenemos que: z(t') = dp y y(t') = dp - tan(«). Ahora
despejamos t’, usando que z(t') = dp, asi tenemos que:

dp = x(t') = vo - sin(¢po) - t'

De esta manera:
po 9B
vo - sin(¢o)
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Ahora como también tenemos que y(t') = dp - tan(«), entonces:

dg?

vo? - sin®(¢o)

dp

vg - sin(¢po)

dp - tan(a) = v - cos(¢o) - — g

g dp’
dp - tan(e) = di - cot(0) = 3 S ta0)

Como dp # 0, entonces:

d
tan(a)) = cot(¢o) — g Wi%(ﬁo)

De este modo:

g — 2u02sin?(¢o)[cot(do) — tan(a)]
" g

Problema 28.
Considere el mismo problema analizado anteriormente. Determinar d¢

Solucion:

Ahora analicemos el sector izquierdo. Primero descompondremos la velocidad:

Vg - cos(¢o)

Consideraremos como origen al lugar donde esta ubicada la regadera y como la tUnica aceleracién que esta
actuando es la gravedad, entonces las ecuaciones de movimiento para el chorro de agua que llega al punto C

son:
z(t) = —wvo - sin(do) - t
g 2
y(t) = w0 cos(po) -t~ I -1
Ahora sea t' el momento en que el chorro llega a C, notemos que z(t') = —d¢ y y(t') = —d¢ - tan(a). Ahora
despejaremos ¢’ usando que z(t') = —d¢. De este modo:
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—dec = x(t') = —vp - sin(¢p) -

Asi tenemos que:

po_ o
v - sin(¢o)
Ademés tenemos que y(t') = —d¢ - tan(«)
De este modo:
do g dc ’
—d¢ - tan(a) = v - cos(¢o) - m — 3 <Uo~sin(%))

—d¢ - tan(a) = de - cot(pg) —
Como d¢ # 0, entonces tenemos que:

9

—tan(a) = cot(pp)

Asi finalmente tenemos que:

2
g dc

2 v3sin?(¢o)

dc

2 vsin?(go)

208 - sin? (g0)[cot(60) + tan(a)]

do =

g

Problema 29.

Considere el mismo problema estudiado anteriormente. Calcule la distancia y angulo optimo de salto conside-

rando ¢ = 7.

Solucion:
El angulo optimo estara dado por:

_ T, T _ _ T, 2T _ T
=—gtz="8t% =3

Por lo tanto, el angulo éptimo de salto es:

Y la distancia optima seria:

U2 2 2
1+ sin (%)) =

d= g - cos? (%)

Finalmente la distancia optima seria:
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v
d= —
9

Problema 30.

Considere una persona que se encuentra en el agua en el punto A y necesita llegar al punto B. Considere que
en el agua puede viajar con una velocidad v1, y en la arena viaja con una velocidad ve. Demuestre que si la
persona elige el camino més rédpido, entonces se cumple que:

sin(a) vy

sin(B)  vo

A

Solucion:

Notemos que la distancias z4 y zp son fijas. Sea x la distancia horizontal desde A hasta O y sea y la distancia
horizontal desde O hasta B, entonces tenemos que si la distancia horizontal desde A hasta B es L, entonces:

r4+y=L = y=L—x. Ahora, la distancia desde A hasta O es \/2124 + 22 y la distancia desde O hasta B es

(L—12)%+ z%.. Ahora como v1 y v son constantes, entonces el tiempo que se demora en llegar a O desde A
es:

VT

1= I

Y el tiempo en que se demora en llegar a B desde O es:

(L—z)%+2%

tg = o

Finalmente, el tiempo total desde A hasta B es:

\/$2+2124 \/(L7$)2+2129
t(z) = ” + ”
1 2
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donde 0 < x < L

dt

Ahora queremos minimizar t(x), por lo tanto, procederemos a calcular T
x

dt x (L—x)

dx N R R (L —z)%2+ 2% - vy

t
Ahora, necesitamos hacer que e 0, de este modo:
x

x (L —x)

a2+ 2h v (L —2)2+ 2% - vy
__ _(L-2)

Notemos que sin(a) = \/ach—i—izQA y que sin(3) = V-2t

Por lo tanto:

sin(a)  sin(B)

U1 V2

Asi tenemos finalmente que:

sin(a) v

sin(B)  wve

Problema 31.
Considere una particula la cual su posicién en funcién del tiempo esta dada por:

r(t) =1-L-cos (ﬁt) +3-vo-\/f-sm<\/g-t>

Determine el instante en que v, = 0

Solucion:
Notemos que:

De este modo:

Ahora sea t’ el momento en que la velocidad v, se anula entonces tenemos que: vy (t') =0
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Por lo tanto:

De este modo:

Asi finalmente:

De este modo en t' =

Problema 32.

=/

| N

’,’; . g la velocidad v, se anula.

Considere el mismo problema estudiado anteriormente. ; Qué curva describe la particula?

Solucion:
Notemos que:

De este modo:

Ahora:

De este modo:
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Asi tenemos que la particula describe una elipse, en donde los semiejes mayor y menor estan dados por:

/m
a=1L b=1g - s

respectivamente

Problema 33.

Considere una rueda de radio b de un auto que va viajando en linea recta en un camino de barro. Las particulas
de barro saltan desde la rueda con una velocidad de magnitud v. Demuestre que la altura maxima que puede
alcanzar una particula es:

29 2-v2

Considerando que: g - b < v?

Solucion:
Primero partiremos ilustrando la situacién:

Y
A

Notemos que sea 6 el angulo en el que sale disparada la particula de barro, y si consideramos que el origen del
sistema esta ubicado en la linea recta que recorre el auto, entonces tenemos que la altura inicial de la particula
de barro esta dada por: b+ b - sin(6).

Por otro lado, tenemos que:
T=v-0=uv-(—sin(0),cos(0)) = [—v - sin(0),v - cos(0)]

Asi tenemos que la velocidad inicial en el eje Y esta dada por vyy = v - cos()
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Si también consideramos que esta actuando la gravedad, entonces la ecuacion para una particula que salta con
un angulo 6 es:

y(t) =b+b-sin(@) +v-cos() -t — g-tQ
Como sabemos la altura méxima se da cuando la velocidad se anula. Ahora calcularemos la velocidad en funcién
del tiempo:
d
vy(t) = d—izv-cas(@)—g-t

Sea t' el instante en que la velocidad se anula, entonces v(t') = 0, utilizando esto determinaremos ¢’

0=uvy(t')=v-cos(0) —g-t

Asi tenemos que:

; _ wv-cos(6)
="

La altura maxima esta dada por y(t'), asi calcularemos la altura maxima

- cos(f - cos(0)\? 1 0% cos®(f
g9 2 g9 2 g
Asi la altura méxima en funcién del angulo es:

v? - cos®(0)

1
Ymaz(0) = b+b- sin(0) + 5 ——

Ahora queremos encontrar el angulo 6 optimo. Para esto derivaremos ymq.(#) respecto a 6

dyma:c(e) v? .
= b-cos(f) — ;cos(@) - sin(6)
. dyma:c(a) . .
Ahora el 0 optimo cumple que: a0 - 0, de este modo:
02

b-cos(f) = 5005(0) - sin(0)

No consideraremos a el caso en que cos(f) = 0, por lo tanto cos(#) # 0, de este modo:

Y aqui se puede corroborar que es importante que b- g < v? = ‘;‘—g < 1, de lo contrario, no tendria sentido
que sin(0) = l:—g

b-
Como sin(f) = Tg, entonces usando que sin?(#) + cos?(#) = 1, tenemos que:
v
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b2'92
4

cos*(f) =1 — sin?(0) =1 — -

Reemplazando en la altura maxima tenemos que:

b-g\ 1 2? b* - g bog 1 02 1 beg B g
ymaz:b+b<l)2>+2g<1— o =b+ 2 +§;_§ 5 =b+ 2+

Asi, finalmente tenemos que la altura maxima que puede alcanzar una particula de barro es:

.g 1 02
2+7.7
2.0 2 g

Ymax = b+

Problema 34.
Considere un esquiador que va a saltar con una velocidad de v = 10 [%] en un angulo ¢ = 15° en una pista que
forma un angulo § = 50° respecto a la horizontal. Determine la distancia a la que el esquiador cae en la pista.

d - sin(0)

d - cos(0)

Solucion:

Primero determinaremos las ecuaciones de movimiento para el esquiador. Consideremos como el origen al punto
en donde salta el esquiador. Primero descompondremos la velocidad:

v - sin(¢)

(A P

Como la gravedad es la tnica aceleracién actuando, entonces:
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x(t) =v-cos(p) -t
. 9
y(t) =v-sin(¢) -t — §‘t
Sea t’ el instante en que el esquiador cae en la pista, tenemos que: z(t') = d - cos(0) y y(t') = —d - sin(6).

Despejaremos t' usando que z(t') = d - cos(0).

De este modo:

d-cos(0) =v-cos(¢) -t

Asi, tenemos que:

v d - cos()
v - cos()

Como y(t') = —d - sin(f), entonces:

g d? - cos®(f)

2
> = d-tan() - cos(9) — 5 - v2 - cos2(¢)

—d-sin(@):v.sin(qg),(‘i'co'?’(e)) g <d-cos(9)

v-cos(p)) 2 \v-cos(p)

g d? - cos®(0)

~d-sin(6) = d-tan(¢) - cos(0) — 5 - T

Como d # 0, entonces:

g d- cos®(0)

—sin(f) = tan(9) - cos(0) = 5 505

Asi finalmente tenemos que:

de 2@20052(¢) [sin(0) + tan(¢) - cos(0)]
g - cos?(0)

Reemplazando con los datos tenemos que:

’d = 43.2 metros

Problema 35.
Considere el problema analizado anteriormente. ; Cuanto tiempo se demora el esquiador en caer a la pista?

Solucion:
Recordemos que anteriormente calculamos que:

,_d- cos(0)
t v - cos(@)

Reemplazando con los valores correspondientes tenemos que:
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t' = 2.87 segundos

Problema 36.

Considere una particula que se mueve a velocidad constante vy en direccién 7 en el plano XY (tal como se
muestra en la figura). Determine su velocidad en coordenadas polares. Ademds de eso de una expresién para
la velocidad angular.

Vo
—
—®

0 > x
Solucion:
De acuerdo a la figura notemos que podemos decir que:
) l
sin(f) = —
P
Asi tenemos que:
_ b l 0
P= sin(0) -cse(6)
Finalmente:
p=1-csc(h)

Ahora notemos que:

0 : 7
p= Zf — (Z’;) . (i) = jg[l ~cse(0)]0 = —1 - esc(8) - cot(9) - 0

De este modo:

p=—1-csc(d) - cot(h) -0

Asi tenemos que:

v, = p=—1-csc(f) - cot(0) - 0
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Y ademas:

vg=p-0=1-csc(f)-0

Y finalmente:

v(t) =v,-p+uvg-0=—1-csc(B)-cot(0)-0-p+1-csc(8)-0-0=1-csc(d)-0-[—cot(0)p+ 0]

Finalmente en coordenadas polares la velocidad es:

Ahora notemos que:

—cot(0)p+60 = — Zf;gg;

_ _0032(9) Cuin [ [cos?(0) + sin?(6)] o 1
_< sin(0) § (9)’()) _< sin(6) ’0> N (sin(@)’())

(cos(8),sin(8)) + (—sin(h),cos(8)) = (— ZO;((:)), —603(9)> + (—sin(0), cos(9))

Asi tenemos que:

~.

- . 1 1 . 1 . 1 .
— : — 0 =_1-0- (1.0)=—1-0- :
vlt) L-esc(f) -6 <sin(0)’0) : sin(0) (sin(ﬁ)’()) sin26 (1,0) sin26

Ahora:

. 1-10|
| =
0= gy
Como la velocidad es constante, e igual a vg:
L0
sin2(0) v
Ahora del gréafico, se puede observar claramente que 6 < 0, por ende: \9[ =0
Asi finalmente tenemos que:
v
0= —TO - 5in’(6)

Problema 37.
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Considere una particula que se mueve en una espiral logarftmica, es decir que: p = Be® (B > 0), de modo que
su rapidez sea constante durante el tiempo e igual a vg. Determine:

a) v(_;ﬁ) en coordenadas polares

b) a,(_%) en coordenadas polares

—

c¢) Calcule v(t) - a(—;ﬁ)

Solucion:

a) Notemos que:

De este modo:

Asi tenemos que:

v

10
Eje Polar

. dp  [dp do\  (dp\ , d(Be®) - o

— .

=p-p+p-0-0=B-a-e?-0-p+B-¢-0.0=DBea-p+0

lo(@)Il = [Ble®|8]v/a? + 1 = v

Ahora, como B > 0, entonces: |B| = B y también como el angulo esta aumentando, entonces 6 > 0, por lo

tanto: || = 6

De este modo:

Vo

Be®) = ————
a?+1
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Finalmente:
il Vo ~
v(t) = a-p+6
)= e Pt
b) Ahora notemos que como:
6 = _ e
Bva?+1
Entonces:
. Vo a
) = aBe™f = aBe™ — —— ¢~ = V0
P Bva? +1 a?+1
a
Asi tenemos que: | p = Be® |, p= 0
a?+1
. d(p) d a T
Ahora: p = W TRimT mvo = 0. Ast:
Ahora como tenemos que:
fe? = N
Bva?+1

Podemos derivar esta ecuacién:

d /. ab d Vo

S (8e?) = 2|

dt dt \ Bva?+1
Lo que implica que:

Z (6e) =0

Ahora:

Z (é€a9> - CZ @ e+ éjt <ew) = e +9 0 dt

d do .. . . .. .
(6a0>] . ( ) :06a9+96a0a'9:ea9[9+a(9)2] -0
Asi tenemos que:

0+ a(0)® =0
Asi, finalmente tenemos que:

43



Ahora recordemos que:

De este modo:

PREGRADO

ingenieria

2
— . . . A ’UO a 'UO . ~
a(t) = [p—p-(0)?)-p+[2p-0+p0)-0 = —Be®. | — —=""| p+|2 : ™ + Be®(~al?) | 0
(t) = [5—p-(0)7]- p+[2-0+p-0] NS p " U (—ab”)
— _Beae . ’U(% 6—2a6‘A + |2 a- ,U(% e—aB - CLBeae Yo e—aG i é
Ba2+1° 7| B2+ BvVa +1
_ 0(2) —ab » ) a- Ug —ab B af vo —2af é
~ By PTTBE S Y Bwa
2 2 2
v, 2a - v, a-v, A
_ 20 efa,@pA + . 0 efaé’ _ 5 0 efae
Bla? + 1] Bla? + 1] Bla? + 1]
2 2
UO a9A CL-’UO _aeA
= —_— 0
Bl2+1° "t B

Asi finalmente:

— '1)2 A
a(t) = (B[a20+1]e—a9> [—p + ad]

—

c¢) Ahora tenemos que calcular: UGE) - a(t). Recordemos que:

Asi, tenemos que:
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- — ’1)2 ~ (¥ ~ 'U3 ~ ~
a(t) -v(t) = (B[a2—0+1]e_a9> ~p+af] - ———]a - p+ 0] = (me_w) [=p+ab]-la-p+0]

Asi finalmente:

Problema 38.

Una persona que esta en A, esta observando un auto de carrera en B (Como se observa en la figura), el cual
en toda la curva lleva una rapidez constante de vg. Determine la velocidad angular con la cual la persona gira
la cabeza si es que sigue al auto con la mirada en toda la curva.

Solucion:

Primero notemos que se forma el triangulo AOB el cual es isésceles. Trazamos una linea desde O hasta el punto
medio de AB, llamese punto F. De este modo, los tridngulos OAFE y OFEB son iguales. Ahora, es claro que:
AFE = Rcos(#), asi tenemos que: AB = 2Rcos(f). De este modo:

p = 2Rcos(0)

Ahora:

~dp dp de d[2Rcos(6)] . , .
p=—= (@) . <E> == 0 = —2Rsin(0)0
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Asi tenemos que:

Recordando que:

Entonces tenemos que:

v@t) = —2Rsin(0)0p + 2Rcos(0)00 = 2RO|—sin(0)p + cos(0)0)]

Ahora:
lo(®)|| = 2R|6]\/[=sin(0)] + [cos(0)]2 = 2R|6]\/cos2(0) + sin®(0) = 2R|6)|
Ahora como 6 > 0, entonces: || = 6, y como HU(_%)” = v, entonces:
. ’UO
0=—
2R

Problema 39.

Considere una particula que se mueve en una circunferencia de radio R. La longitud de arco recorrida en
funcién del tiempo por la particula esta dada por: s(t) = R - in(1 + kt). Determine las componentes normales
y tangenciales de la aceleracion en funcion del tiempo.

Y
A

> X

Solucion:
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Como estamos en una circunferencia de radio R, sabemos que: s(t) = R - 6(t), por lo tanto:

Asi tenemos que:

Asi:
G k
14kt
También tenemos que:
.. k2
)= —
(14 kt)?
Adem3s de eso:
p=R
Por lo tanto:
p=0
Y también:
p=0

Ahora usando la formula de aceleracién para coordenadas polares que es:

— .

alt)=[p—p-(0))-p+[2p-6+p-6-0

Entonces tenemos que:

o~ S R K], Ko Ko
o) =Bl PR e T R B
Asi:
o RK>  RE® .
R C I R SRy
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Ahora la componente tangencial es la que acompana a 6. Por lo tanto, la componente tangencial de la aceleracion
es:

Rk?
Gtangencial = —m

Mientras que la componente normal es la que acompana a p. Por lo tanto, la componente normal de la aceleracién
es:

R
Gnormal = _(1 T k‘t)Q

Problema 40.

Considere un aparato que transforma un movimiento de rotacién en un movimiento lineal (tal como se muestra
en la figura). Note que el brazo OB se desliza por la ranura. Considere que el brazo OB gira con velocidad
angular 6 =k, con k constante. Asf la barra AC solo se mueve verticalmente. Determine la velocidad y acele-
racién de la barra AC.

Solucion:

Notemos que la velocidad y aceleracién de la barra AC' es la misma que la velocidad y aceleracién del punto C.

Notemos que la posiciéon del punto C' es:

r(_;t) = [l-sin(d) +h]-j

De este modo:

v(_;f) = d:i(tt) = ;i([l - sin(0) + h] 5) = c;lt([l -sin(0) + h]) - J
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Ahora:
d , d(l - sin(6)) d(sin(0)) d(sin(9))| |de :
a([[-sm(@)Jrh]) = 7 =1 o :l'[de] [dt] =l-cos(0)-0 =l-cos(0)-K = K-l-cos(0)

De este modo:

— N

v(t)=K-l-cos(f) -7

Ahora:

a(t): :CZ<K-l-cos(9)-5):K-l';t(cos(ﬁ))-j

Notemos que:

d(cos(6)) d[cos(0)] de ) . _
T < 20 ) . () = —sin(f) -0 = —K - sin(0)

Asi finalmente tenemos que:

>

a(}) = —K?.1-sin(f) -j

Problema 41.

Considere una particula que esta sobre una circunferencia que rueda sin resbalar. La particula esta en A (como
muestra la figura). La curva que describa la trayectoria de la particula se denomina cicloide. Determine:

Y
A
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a) Las ecuaciones paramétricas de la particula.
b) La velocidad de la particula. Considere que la circunferencia rueda con velocidad angular constante w.

c¢) Calcule la aceleracion.

Solucion:

Sea C' el punto que indica el centro de la circunferencia. Ahora notemos que:
r.=R-0
Ye = R
Ahora sea el triangulo ABC' (como se observa en la figura), notemos que: <BCA = 6 — 7. Notemos que:
BC =R - cos (9—%)

ABzR-sin(H—g)

Ahora notemos que:

cos (0 - g) = cos () - cos (g) + sin (0) - sin (g) = sin(0)

Y ademas:

sin <6’ - g) = sin (0) - cos (g) —cos (0) - sin (g) = —cos(0)

De este modo:

BC = R - sin(6)

AB = —R - cos(0)

Ahora, la posicién de la particula en A esta dada por:

z(t) =x,—BC=R-0—R-sin(f)
y(t) =y.+ AB =R — R - cos(0)
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Asi finalmente tenemos que:

2(t) = R [0 — sin(0)] |

ly(t) = R-[1 — cos(0)]|

b) Considerando que la circunferencia gira con velocidad angular constante, entonces:

t
0(t) — 0 :/ wdzr = wt
0

Ahora considerando que: 6y = 0, entonces tenemos que:

0(t) = wt

Ahora:

Notemos que:

De este modo:

v(t) = R-w- ([1 — cos(wt)] - i + [sin(wt)] - j)

c¢) Ahora tenemos que calcular la aceleracién:

alt) = - :jt(R-w.(ucos(wt)].%ﬂsm(wt)].j')):R-w.

d[l — cos(wt)]\ d[sin(wt)]\ -
() e ()

Ahora calculamos:

d[1 — cos(wt)] ,
= sin(wt) - w
d[sin(wt)]
- cos(wt) - w
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Finalmente tenemos que:

~

a(_;f) = R-w?[sin(wt) - i + cos(wt) - ]

Problema 42.
Un avién vuela con una velocidad vy constante como se muestra en la figura. El avion suelta un paquete en B
y quiere que llegue a A. ;Qué angulo 6 debe formar la visual con la horizontal cuando se lanza el paquete?

Solucion:
Notemos que el paquete queda con la velocidad del avién una vez que es lanzada. De este modo, las ecuaciones
para el paquete son:

También por trigonometria tenemos que: | = H - cot(f)

De este modo:

z(t*) = H - cot(0) y(t*) =0

Ahora, notemos que estas ecuaciones nos definen el siguiente sistema:
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g *\2
= (t")"=H
2 ()
H - cot(0
De la primera ecuacién obtenemos que: t* = 7() v lo reemplazamos en la segunda ecuacién y nos queda:
Vo

g-H? - cot?(0)

=H
2'1)8

De este modo:

[\

v
-H

(=] V)

cot?(9) =

NS

Ahora como 6 € [0, %], entonces cot(f) > 0, y ademds como vy > 0, entonces:

2
t0) =vg- | ——
cot(0) = vg P
Ah tan(0) ! t
ora como tan(f) = — @ entonces:
1 g-H
tan(f) = — -/ ——
an(0) ” 5
Y finalmente tenemos que:
1 -H
0=tan ' [ —. L2
Vo 2

Problema 43.

Una piedra es lanzada desde el punto B con rapidez inicial vg, con un angulo a. Una segunda piedra es lanzada
cierto tiempo después desde el punto B y con la misma rapidez inicial vg. ;A que altura h debe estar un pajaro
para que sea golpeado horizontalmente por la primera piedra?
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Solucion:

Primero calcularemos el tiempo en el que debe ser golpeado el pajaro para que sea golpeado horizontalmente.

Para que sea golpeado horizontalmente debe ocurrir que d—y = 0. Ahora calcularemos las ecuaciones paramétri-
x

cas para la primera piedra.

De este modo:

dx
ikl cos(a)

d
d—z:v()'sin(a)—g-t

d
Ahora como nos piden que: d—y = 0, entonces:
x

O_dy_ %_vg-sin(a)—g-t
Tdr d= T - cos(a)
dt 0

De este modo:

vo - sin(a) —g-t

=0
v - cos(a)
Asi tenemos que:
S sin(a)
g
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Ahora en este tiempo encontrado la altura debe ser h, por ende y(t*) = h. Ahora daremos una expresién para
y(t*):

Vg - sin(a
y(t*) = vg - sin(a) - t* — %-t*2 = - sin(a) - 07() -
g

N
/-
<
S
o
~.
=
o}
N—
~
|
4
St
w
~.
3
)
o}
N—

Asi finalmente tenemos que:

También podemos hacerlo de otra forma que es totalmente equivalente.
Forma 2:
Recordemos que las ecuaciones paramétricas para la primera piedra son:

x(t) =wvp - cos(a) - t

y(t) = vo - sin(a) -t — 5-752

Ahora como sabemos, la trayectoria de la piedra forma una pardbola, y como sabemos el punto donde la piedra
golpearia horizontalmente al pajaro seria cuando la piedra alcanzo su altura maxima (es decir cuando la piedra
esta en el vértice de la pardbola), y como sabemos el tiempo en que la piedra alcanza su altura méxima es:

v - sin(a)

9

=

De este modo lo que necesitamos es que y(t*) = h. Ahora calculamos y(t*) y obtenemos que:

y(t*) =vg - sin(a) - ¢

* g *2 .
-t =y sin(a) s ——— =
g 29

2
vo - sin(a) g [wvo-sin(a)) v3 - sin?(a)
2 g 2

Finalmente decimos que:

vg - sin?(a)

h =
29

Problema 44.

Consideremos el problema del ejercicio 43. Si ademas de querer pegarle horizontalmente a el pdjaro con la
primera piedra, queremos pegarle a un conejo que esta a una distancia [. Determine el angulo a con el cual
debe ser lanzada la piedra.
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Solucion:

Recordemos que las ecuaciones paramétricas para la primera piedra son:

x(t) = vg - cos(a) - t

y(t) =vo - sin(a) -t — 5-752

Calcularemos el tiempo cuando la piedra vuelve al suelo tras ser lanzada, es decir necesitamos calcular t* tal
que: y(t*) = 0. De este modo, nos queda la siguiente ecuacion:

vg - sin(a) - (t*) — - (t)2 =0
Como t* # 0, entonces:

o 2 v - sin(a)
g

De este modo, para que la piedra impacte al conejo se debe cumplir que: z(t*) = [. Ahora calcularemos z(t*):

2-vg - stn(a v3
.’E(t*) =1 - Cos(a) . t* =1 - cos(a) . 0—() — 70 2. COS(Oé) . S’Ln(a)
g g

Asi de este modo se debe cumplir que:

2
%

- 2 - cos(a) - sin(a) =1

Pero solo estamos considerando que la piedra golpee al conejo, para que la piedra golpee al pajaro también, se
determino en el ejercicio anterior que:

_ vg - sin?(a)

De este modo:
vg 2h
g  sin?(a)

Asi reemplazando esta expresiéon obtenida para que la piedra golpee al pajaro, en la que obtuvimos para que
la piedra golpee al conejo, obtenemos que:

2h

T -2 - cos(a) - sin(a) =1
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De este modo:

Esto es lo mismo a decir que:

Asi finalmente tenemos que:

Problema 45.

Consideremos la misma situacién que hemos estado analizando para la pregunta 44 y 43. Si se lanza la segunda
piedra con un angulo 8 y rapidez vy en un instante diferente al que es lanzado la primera piedra, y sabemos
que ambas piedras chocan en C. Determine el At entre los lanzamientos.

Solucion:

Primero determinaremos las ecuaciones paramétricas para cada piedra.

Para la primera piedra tenemos que:

x1(t) = vo - cos(a) - t y1(t) = vo - sin(a) -t — 5" t2
xo(t) =g - cos(B) -t ya2(t) = vo - sin(B) -t — g-t2

Digamos que la segunda piedra fue lanzada un At antes que la primera piedra, y que la primera piedra fue
lanzada en el tiempo 0. Sea t el tiempo en que impactan ambas piedras. Entonces se debe cumplir que:

T (t) = l‘g(t + At)

y1(t) = ya(t + At)

Esto tiene sentido, pues si ambas piedras impactan en el tiempo ¢, entonces es claro que las componentes para
la primera piedra deben ser x1(t) y yi(t) en el momento del impacto. Y como la segunda piedra fue lanzada
un At antes que la primera piedra, entonces el momento en que impacten ambas piedras, la segunda piedra
tendré la componente en y correspondiente a ys(t + At) y la componente en x correspondiente a zo(t + At),
pues ha estado méas tiempo en movimiento.

Ahora como sabemos la ecuaciones paramétricas para ambas piedras, las dos igualdades anteriores se convierten
en:
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vo - cos(a) -t =wg - cos(B) - (t + At) (1)
v - sin(a) -t — g-tQ =g - sin(B) - (t + At) — g (t + At)? (2)
De (1) obtenemos que:
cos(a)
COS(ﬁ).t:t—i_At

Reemplazando esta expresién en (2) obtenemos que:

vo - sin(a) -t — g-tQ =g - sin(pB) -

Consideremos a t # 0, por lo tanto:

vo - sin(a) — g, t =g - sin(fB) -

2 cos()

Esto es equivalente a que:

_ sin(B) -cos(a) g cos®(a)
Vo - (sm(a) — cos(ﬁ)) = i-t (1 — cosQ(B)>

Esto es lo mismo a que:

" sin(a) - cos() — sin(B) - cos(«) _9, cos®(B) — cos?(a)
0 cos(p) 2 cos?(B)

Recordando que:
sin(a — B) = sin(a) - cos(8) — sin(B) - cos(a)

cos2(B) — cos(a) = [cos(B) — cos()] - [cos(B) + cos(a)]
Entonces tenemos que:

2w - sin(a — B3) - cos(p)

b= g - [cos(B) — cos(a)] - [cos(B) + cos(a)]

Recordando la ecuacién (1) que nos dice que:
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Entonces:

., cos(a) — cos(f)
At < c05(5) )

Reemplazando con el valor de ¢ que calculamos anteriormente nos queda que:

At — 2w - sin(a — ) - cos(B) (cos(a) - cos(ﬁ)) _ 2w - sin(a—f)
g

g - [cos(B) — cos(a)] - [cos(B) + cos(a)] ' cos(B) - [cos(B) + cos(a)]

Finalmente llegamos a que:

2wy - sin(a— f)

Al = e [cos(B) + cos(a)]

Ahora analicemos esta expresion para los diferentes casos de relaciones entre a 'y .

Si a = f3, entonces a — 8 = 0, de este modo: sin(a — ) = 0, por lo tanto: At = 0. Asi de este modo, ambas
piedras tienen que ser lanzadas al mismo tiempo. Ahora notemos que si & = [ y ademads se lanzan al mismo
tiempo, entonces en toda la trayectoria chocan pues describen la misma trayectoria.

Si o < f3, entonces: @ — 3 < 0, por lo tanto: sin(a — ) < 0, de este modo: At > 0, esto significa que efecti-
vamente la segunda piedra fue lanzada antes que la primera piedra. Y el intevalo de tiempo en que se llevan
ambas piedras esta dada por el At calculado anteriormente.

Si a > f3, entonces: a — 3 > 0, por lo tanto: sin(a— 3) > 0, de este modo: At < 0, esto significa que la segunda
piedra no se lanzo antes, sino que se lanzo después. Si nos piden At como el intervalo de tiempo que ocurre
entre un lanzamiento y otro entonces nos estan pidiendo una cantidad positiva, la cual seria la misma calculada
anteriormente pero sin el signo menos. Es decir:

2.y - sin(a— B)

Al = g - [cos(B) + cos(a)]

Asumiremos esta respuesta como correcta, pues en el dibujo se ve que: a > (3.

Problema 46.
Consideremos una particula que se mueve en una circunferencia de radio R con una rapidez constante vg. Su
angulo inicial es fp y gira en sentido antihorario. Determine 6(t).
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Solucion:

Usaremos coordenadas polares. Notemos que: , por lo tanto:

Ahora recordemos que:

De este modo:

Asi tenemos que:

lo(®)ll = R-16] - |6]| = R -16]

Como la particula gira en sentido antihorario, entonces # > 0, por ende: |#| = 6. Ademds como dicen que la
rapidez es constante e igual a vy, entonces tenemos que:

’U(]:R'é

Asi tenemos que:

=8

Ahora la ecuacién para determinar 6(t) es:

t t g o
H(t)—ﬂoz/edx:/dx: — |-t
0 o R R

Finalmente:
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Problema 47.

Alberto y Pedro estan compitiendo en una carrera. Alberto va mas adelante que Pedro en una distancia [.
Alberto lleva una velocidad v4 constante y pedro una velocidad vp constante, tal que: vp > v4. En ese mismo
instante en el cual la distancia que los separa es [, Pedro comienza a frenar con una aceleraciéon de magnitud
a. Determine la relaciéon que debe existir entre vp,v4,a y [ de modo que Pedro nunca alcance a Alberto.

vp ‘I/"A
- ‘
—a®

— A
— [ l y

Solucion:

La posicién en funcién del tiempo para Alberto es:
zat) =1+uvy-t
La posicién en funcion del tiempo para Pedro es:

a
xp(t)zvp-t—g-tZ

Ahora para que Pedro nunca alcance a Alberto debe ocurrir que:

xp(t) < za(t)

Esto es lo mismo a decir que:

a
vp-t—i-t2<l+vA.t

Y esto es equivalente con:

a
—§-t2+(’l)p—v,4)-t—l<0
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a
Sea f(t) = —3 t2 4+ (vp —va) - t — [, entonces lo que nos estan pidiendo es que: f(t) < 0 para todo t.

Como vemos f(t) es una funcién cuadrética, es decir que se puede escribir de la forma f(t) = ag+ay -t +asg -2,
y para que f(t) < 0 para todo t, se debe cumplir que: as < 0, es decir que la funcién es concava hacia abajo, y
ademas de eso la funcién no debe tener interseccién con el eje z, es decir que: (a1)? —4 - ag - az <O0.

a a
Para este caso particular tenemos que: as = —5 a1 = (vp —v4), y ap = —l. Notemos que: ay = ~3 < 0. Por

lo tanto, ahora lo que se debe cumplir es que: (a1)? — 4 - ag - a2 < 0, que para este caso particular es que:

Que es equivalente con que:

(vp —va)2—=2-1-a <0

Asi finalmente tenemos que se debe cumplir que:

(vp —va)®

5.1 <a

Problema 48.

Considere un brazo que se mueve a lo largo de la ranura circular fija que se muestra en la figura. El brazo esta
compuesto por un parte de largo fijo y otra de largo variable tal que el rodillo B siempre este en la ranura
circular. El brazo se mueve con una aceleraciéon angular constante 6 = w. Determine la aceleracion.

Solucion:

Notemos que el triangulo BC'O es is6sceles. Trazamos un punto E que esta en el punto medio de BO. De este
modo, es claro que:
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BE = R - cos(0)

Es claro que:

De este modo:

Ademés:

. dp
P—E—

Asi tenemos que:

También tenemos que:

_dp [dp\ [do) d
P=a = \aw) \ar) = a8

De este modo:

Por enunciado tenemos que:

Y ademaés:

Ahora sabemos que la aceleracién en coordenadas polares esta dada por:

p=BE+ FEO =2-R-cos(f)

’sz-R-cos(G)‘

‘p:—Q-R-w-sin(H)‘

d
2-R-w-sinf) w=-2-R-w? —

p=—-2-R-w?-cos(f)

EO = R - cos(0)

do

aty=1p—p- 0% p+12p-0+p-0]-0

Ahora procedemos a calcular:

PREGRADO
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dp de d 0 (0
2\ % :@(Q-R-cos( ) w=-2-R-sin(f) w

(sin(0)) = —=2- R - w? - cos(h)

p—p-0>=—-2-R-w? cos(0) —2-R-cos(f) - w? = —4-R-w?- cos(f)
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2.p-0+p-0=2-—2-R-sin(0) -w-w=—4-R-w?- sin(h)
Asi obtenemos que:

A

a(_;f):—4-R-w2-cos(9)-,5—4-R-w2-sm(9)-é:—4-R-w2[cos(0)-ﬁ+sin(9)-9]

Ahora notemos que:

cos(0) - p+ sin(0) -0 = cos(0) - (cos(8), sin(6)) + sin() - (—sin(0), cos(9)) = (cos*(0) — sin(6),2- sin(f) - cos(6))

Ahora recordando que: cos(260) = cos?(6) — sin?(0) y ademas que: sin(260) = 2-sin(f) - cos(f), entonces tenemos
que:

cos(0) - p+ sin(0) - 0 = (cos(20), sin(20))

Finalmente tenemos que:

a(_i) = —4-R-w? (cos(26), sin(26))

Problema 49.

Considere un misil que es lanzado con un angulo 6 de inclinacién y con una velocidad inicial de magnitud vg.

i) Obtenga sus ecuaciones parametricas de movimiento tanto para la coordenada en X, como para la coorde-
nada en Y. Considere ty = 0[s] y que el misil es lanzado desde el origen de nuestro sistema cartesiano.

ii) Encuentre el tiempo que se tarda el misil en volver a y = 0 tras ser lanzado.

iii) Encuentre cuanta distancia en el eje X recorre el misil.

iv) Encuentre el angulo optimo de inclinacién con el cual se debe lanzar el misil para recorrer la maxima
distancia en el eje X.

v) ;Cual es la maxima distancia posible que puede recorrer el misil en el eje X?

o
=
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|

g uis - Ya

AN

Vg * cos 0

Solucion:

i) Notemos que para el eje Y tenemos un movimiento uniformemente acelerado, mientras que en el eje X
tenemos un movimiento con velocidad constante. Y como ¢y = 0[s]. Entonces:

2
y(t) = ayE + voyt + Yo

x(t) = vout + 20

Ahora notemos que como en el eje Y esta actuando la aceleracién hacia abajo, entonces: a, = —g y como el
misil se lanza desde el origen de nuestro sistema cartesiano, entonces: yo =0y zg = 0.

Como el misil se lanza con un angulo de inclinacién 6, y con una velocidad inicial de magnitud vg, entonces
podemos descomponer la velocidad en sus componentes X e Y. Asi tenemos que: vg, = vocos(f) , y voy =
vosin(f). Asi de este modo:

2
y(t) = —gE—i- vosin(0) - t

’:c(t) = vgpcos(0) - t‘

ii) El tiempo que se demora el misil en volver a y = 0 tras ser lanzado es un tiempo t2 # 0 tal que: y(t2) = 0.
Ahora:

t3 t
y(t2) = —g§2—|— vosin(f) - ta = to [—922—1— vosin(Q)] =0

2uvgsin(0)
Pero como ty # 0, entonces: to = ————

De este modo, el tiempo que se demora el misil en volver a y = 0 tras ser lanzado es:
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2ugsin(0)
g

9 =

iii) Se puede observar que la distancia que recorre el misil en el eje X es z(t3). De este modo:

VoSN VoSN v3
r(t2) =2 <20@> = wvgcos() - 209@ = go - 2sin(0)cos(6)

Ahora recordando la formula de la suma de dngulos, la cual era:
sin(a + B) = sin(a)cos(B) + cos(a)sin(f)

Tenemos que:

sin(20) = sin(0 + 0) = sin(0)cos(8) + cos(0)sin(0) = 2sin(6)cos(f)
Ast:

sin(26) = 2sin(0)cos(0)

Asi tenemos que:
v v
x(te) = — - 2sin(0)cos(0) = —sin(20)
) g

Finalmente la distancia que recorre el misil en el eje X es:

02
Trec = —Osin(%)
g
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v,
iv) Notemos que la distancia que recorre el misil en el eje X en funcién de 6 es: Zyec(6) = —sin(26), y notemos

que el angulo ¢ puede variar entre 0 y 5. De este modo, si buscamos el 6 optimo serfa el 6 en el cual el misil re-

2

v,
corre la mayor distancia posible. Asf de este modo, queremos buscar el méximo de h(6) = Tpec(d) = —sin(26)

con 0 <6 < 7 . Para resolver este problema pasaremos a buscar los 6 € [0, %] tales que: h/(6;) = 0.

2
Como h(f) = U—Osin(%), entonces:
g
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== 2. : = —cos(20) -2 = — - cos(20)
q 9

h(0) d (v} vi d(sin(20)) v} d(sin(20)) d(20) v 20}
- e g d(26) de g

2
B 22)0.

Asf tenemos que: h'(0) = cos(20), y como estamos buscando los 6, € [0, 5] tales que: h/(61) = 0, entonces

procederemos a resolver:

9 2
n(01) = % -cos(261) = 0 con 0; € [0, 7], esto es equivalente a resolver que: cos(26;) = 0 con 6 € [0, 5]. Sea

u = 261, entonces la ecuacién que nos queda a resolver es: cos(u) = 0 y como 6, € [0, %], entonces: 0 < 01 < 7,
por lo tanto: 0 < 207 < 7w y como u = 26, entonces: 0 < u < 7. De este modo: u € [0, 7. Finalmente, la
ecuacién a resolver es:

cos(u) =0 con u € [0, 7]

Es claro que la solucién es u = § y como u = 201, entonces: § = 20y, asi: ¢) = 7

v} s
Asf el tinico punto critico de h(f) = —2sin(26) con 6 € [0,5], es 6 = T Ahora:
g

2 2 2 2
1(0) = “uin(20) = Vsin(2-0) = Lsin(0) = L.0=0
B B B g
2 2 2
Yo Yo Yo
h(%) = ;sm(2 1) = ?sm(g) =
2 2 2
oy _ Y0 ry _ Y0 Y0
h (5) = ;szn(Z 5) = ;sm(w) = ; 0=0
Vg vh

Asi: h(0) =0, h (%) =—,vh (%) = 0. Por lo tanto, la maxima distancia recorrida es: h (%) = ;
g

Asi, se obtuvo que el angulo optimo es:

™

Hoptimo =

W

v) Una vez que ya encontramos el dngulo optimo Oyptimo = 7, podemos encontrar la méxima distancia que
puede recorrer el misil en el eje X, la cual seria:
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 Boptima) = 1 (3) = ~gsin (23) = ~Jsin () = -7

Finalmente, la maxima distancia que puede recorrer el misil en el eje X es:

v
Trec (eoptimo) = —

Problema 50.
Introduciremos el concepto de coordenadas polares.

Ademas del sistema coordenadas cartesianas, existe el sistema de coordenadas polares, el cual nos permite
determinar la posicion de una particula, a partir de la distancia que se encuentra la particula del origen,
ademas del angulo que forma la particula con el eje OX.

Y

guis - d

0 n
p-cosf X

Notemos que por teorema de pitagoras se da que:

p =2+ y?
Y ademads que:
Yy
tan(f) = =
an(0) -

Como en el sistema cartesiano tenemos 2 vectores ortonormales, necesitamos definir otros dos vectores orto-
normales en coordenadas polares, los cuales son:

p = (cos(8), sin(0))

0 = (—sin(0), cos(h))
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Notemos que:

p- 0= (cos(h),sin(0)) - (—sin(h), cos()) = —cos(0)sin() + sin(0)cos(d) =0

D>
Il
o

Asti: | p-

Ademas notemos que:

6]l = v/20s2(8) + sin? ()

Y como sabemos, por identidad trigonométrica: cos?(#) + sin?(f) = 1. De este modo:

15l = \/cos2(0) + sin2(f) = VI =1
Ast: | [1p] = 1

Por otro lado, tenemos que:

”éH = \/[—sin(ﬁ)P + [cos(0)]? = \/sin2(9) FTeos2(0)=v1i=1

Asi: | [|0]] =1

Por lo tanto, los vectores p y 6 son ortonormales, pues p-6 = 0, y ademas ambos vectores son
unitarios, es decir, tienen norma 1

Introduciremos una notacién la cual es:

Sea f(t), entonces:

af . d’f
dt 2

La posicién en funcion del tiempo esta dada por:

Muchas veces usaremos que p = p(t)

A partir de esto, deduzca la velocidad v(t) y la aceleracién a(t) en funcién del tiempo en coordenadas polares.
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dr(t) dlp(t) - 5] dp(t) dp
== e Py
. . . dp(t)
Usando la notacién que dimos anteriormente, tenemos que: 7t =

De este modo:

dt dt

dp d(cos(0), sin(0)) <d(cos(9)) d(sin(@)))
e’ dt

Ahora usando la regla de la cadena, tenemos que:

d(cos(0)) d(cos(9)) [ do » de , .
o p7 . <dt> = —sin(0) - (dt) = —sin(0) -6

d(sin(0)) d(sin(6)) [ dO de -
= (dt) = cos(0) - (dt) = cos(f) - 0

De este modo:

dp cos sin . . O
dit) = <d( dt(e))’ il dtw))> = <—sin(9) -0, cos(0) - 0) = (—sin(0),cos(0)) -0 =6-0

Reemplazando tenemos que:

dp . o

0(t) = pptplt) - o= p ot p(t) 00 = ptp0-0

Finalmente, la velocidad en funcién del tiempo v(t), en coordenadas polares es:

Ahora calcularemos la aceleracién a(t) en funcién del tiempo:
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dlv(t)] dlp-p+p-6-6] dp-pl dlp-6-6] d(p) . d(p) dp-6) . . db)
alt) = =g = dt R T A T e A A AT

Notemos que:

dip) d (dp\ d&p
dt dt\at) " az "’

o) -

@

d(p-0) o) d(p) . d (do\ . e . L
i P a e U\ ) o= gt t=e 0t

9 _ (d(—sm(e)) d(cos(e))>
e dt

Ahora:

d(—sin(0)) d(—sin(0)) [ do d(sin(0)) [ do do .
o = 70 : () i (dt) = —cos(0) - (dt) = —cos(0) - 0

d(cos(6)) _ d(cos(9)) <d9> = —sin(6) - (“) = —sin(0) -0

dt dé dt

Asi:

dé d(—sin(0)) d(cos(6 . . . . . .
i ( ( o ( )), ( dt( ))> = <—cos(9) -0, —sin(6) - H) =— (cos(@) . 9,8@%(6)) b=—p-0=—-0-p

Reemplazando tenemos que:

dip) . dp) dp-0) . Al T
a(t)zw-p—l—p‘w—i— o -9+p-0~W:p-p+p-9‘9+[p‘0+p~9]-9+p-0-[—9-p]

=pptp 0 0+p0-0+p0-0—p- (0 p=[p—p 0] -p+[p-0+p G+p0]-0
=[p=p- 07 p+[26-0+p-0]-0

Finalmente, tenemos que la aceleracién en funcién del tiempo a(t) en coordenadas polares es:
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a(t)=[p—p-(0)°]-p+[20-0+p-6]-6

Problema 51.
Considere una particula que se esta en movimiento circular uniforme, en una érbita de radio R. Considere que

el angulo inicial en tg = 0 [s] es 6(tp) = 0(0) = 0 [rad] y que la velocidad angular es — = w. Considere que

dt
R>0yquew >0

i) Calcule la posicién, velocidad y aceleracién en funcién del tiempo.

ii) En que direccién apunta la velocidad y la aceleracion.

iii) Encuentre la rapidez y la magnitud de la aceleracion.

Solucion:

i) Primero partiremos diciendo que usaremos coordenadas polares.
Notemos que el radio con el que gira la particula es constante e igual a R, entonces tenemos que: p(t) = R.

Como nos dicen que #(0) = 0, entonces:

0(t)—0(0):/Otwdu:w~/0tdu:w-u]t:wt

0

Por lo tanto: §(t) = wt + 0(0) = wt

Asi tenemos que:
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pt)=R = p=0 = p=0
0t)=wt = f=w = 6=0

Recordemos que en coordenadas polares, la posicién en funcién del tiempo esta dada por: 7(t) = p-p, y
reemplazando con los datos del problema tenemos que la posicién en funcién del tiempo r(t) es:

r(t)=R-p

Tambien, en coordenadas polares la velocidad en funcién del tiempo esta dada por: v(t) = p-p+ p- 60 y
reemplazando con los datos del problema tenemos que la velocidad en funcién del tiempo v(t) es:

v(it)=R-w-¥6

Finalmente, en coordenadas polares la aceleracion en funcién del tiempo esta dada por: a(t)y=[p—p- (0)2] “p+
[20-6+ p-6] -0y reemplazando con los datos del problema tenemos que la aceleracién en funcién del tiempo
a(t) es:

a(t) = —-R-w? )

ii) La velocidad apunta en la direccién de #, mientras que la aceleracién apunta en la direccién de —p, es por
esto que se dice que la aceleracion es centripeta.

iii) Sabemos que: v(t) = R-w-0 y que a(t) = —R-w?-j . De este modo, la rapidez esta dada por:
[v(t)]| = |R-w- 0| = |Rwl|||f|| = |Rw|, y como R >0 y w > 0, entonces:

La rapidez es: ||v(t)|| = Rw

Por otro lado, la magnitud de la aceleracién esta dada por:

la(®)|| = || — R-w? p|| = |Rw?|||p]| = |Rw?| y como R >0y w > 0, entonces, tenemos que:

La magnitud de la aceleracién es: ||a(t)|| = Rw?

Problema 52.
Considere una particula que esta en movimiento circular uniforme (MCU). La particula describe un circulo de
radio 5[m], ademds se sabe que en t; = 2[s], el angulo medido fue de 6(t1) = T y que en ty = 3[s], el angulo
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medido fue de f(t2) = 5. Obtenga la rapidez y la magnitud de la aceleracion.

Solucion:

Recordemos que la rapidez estaba dada por: ||v(t)|| = Rw, mientras que la magnitud de la aceleracién estaba

do

dada por: ||a(t)|| = Rw?. Notemos que R = 5[m]. Ahora nos falta determinar w. Notemos que como w = TR
como w es constante, entonces:

to — 11

0(t2) _e(tl) 57 ra 21 -1 ra ™| ra
s [ =t e =5 [

Asf tenemos que: R =5[m] y w= [%]

INE

Problema 53.

Ahora introduciremos el concepto de coordenadas cilindricas

Cuando estamos en 3D nosotros podemos determinar la posicion de una particula en coordenadas cartesianas
que serian los ejes X, Y, v Z. Pero también se puede determinar la posicién considerando la altura Z y ademads,
si proyectamos en el plano XY, utilizamos la coordenadas cartesianas como se muestra en la siguiente imagen:

Entonces tenemos que:
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r(t)=p-p+z-k

A partir de esto, derive la velocidad y aceleracion en coordenadas cilindricas.

Solucion:

Tenemos que:

d, N d  diz-k) d _ dz . d .
v(t) = — —a(ﬂ-erz-k)—a(p-pH g g At k= p) 2k

Del resultado de coordenadas polares tenemos que:

Asi tenemos que:

Como tenfamos que:

d N
t)=—(p- k
v(t) =S (p-p) +2
Entonces:

dvlt) _ d [ d AN d . & d .\ .
a(t) = dit)zclt(dt(p-ﬁ)Jrz-k)=Cﬁ2(p-ﬁ)+dt(z.k):dt2(p.,§)+(dt(z))k

Ahora notemos que:

d((z)) d [dz\ & = |
i —a\at) =P =F

Y de coordenadas polares tenemos que:

d?

a0 D) =[—p 0P p+12p-0+p-0]0
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De este modo:

at)=[p—p- (0] p+[2p-0+p-0]-0+% k

Problema 54.

Considere una particula que se mueve en una trayectoria parabdlica con velocidad vy contante (Como se mues-
tra en la figura).

a) Encuentre una expresién para la velocidad.

b) Encuentre una expresién para la aceleracion.

—

¢) Calcule v(t) - a(t).

fx)=k-x*

Solucion:

a) Consideremos la parabola f(z) = kz?. Notemos que:

r(_%):x-i—kk‘mjj'

De este modo:

7 d?“(_i o 2% de| . d(kxz) ~
u(t) = o _d(x.H_kx‘])_[dt i+ 7 J
Ahora:
dx .
at ="



Y también:

Asi tenemos que:

Ahora tenemos que:

De este modo:

b) Recordando que:

Ahora, tenemos que:

Ahora:

Ademaés:

Asi tenemos que:

d(kz?)

dt

d(kz?)\ [ dx .
(o) g e

o(t) = i i+ 2kad - j = afi + 2kx - j]

[o(®)]| = |&]v/1 + 4k2a2

Ahora como la particula se mueve hacia la derecha, entonces: & > 0, por lo tanto: |#| = . Ademds como la
rapidez es constante e igual a vy, entonces:

Vo

V14 4k22

u(t) =

o
(\/ 1+ 4k222

>[£+2/~m§]

7 d’U(—% d .2 A di
(t) = o —dt(x-z—i—Zk:xx-j)_[dt]
di
ar "
d(2kzi)  d(xd) d@)  d()
—9 — o | B
dt L Mlr=g Ty

7

o(t) =& i+ 2kzd - j

A d(2kxi)
-1+ [ it ]

] = 2k[xi + (i)°]

A~

°J
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a(t) = & - i+ 2k[zi + (&)% -

Ahora a partir de la ecuacién:

o

V1 + 4k22

Tenemos que:

o di [d dz
5[] [

4k2vox 4k208x
(V14 4R22)3 V1 4kZ? (1 +4k%a?)?

V0 Vo

i ()] (3] (i)

Vo

Por lo tanto:
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Ak2vx

"
(V1 + 4k222)3

. 4k?v3x
T T T 4k
Asi tenemos que:
. N R 4k v2x N 4k2v3x? v2 .
— 0 9 . N2) L% 0 oz 2k | — 0 0 2
a(t) =& -1+ 2k[zd + (£)°] - J (15 k22772 i+ (1+4/~c2x2)2+ T k22|

4k 03z . 4k 03 x? 02 (1 + 4k22? N 4k*v2x
— _70 -1 + Qk — 0 0 . ] — _70 .
(1 + 4k222)2 (14 4k222)2 (1 + 4k222)? (1 + 4k222)2
2k A A
B Tere ]
Asi finalmente tenemos que:
- 2/{:1)(2) A A
¢) Ahora tenemos que calcular UG) . a@). Recordando que:
— Vo A A
H=|——| [t +2kx-J
0 ( ng?) i+ 2ke -]
~ 2kv} A A
(t —2kx - i+ 7]

‘0= Tr a2y
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De este modo:

I . . 2kv2 N 2kv3 N 5
v(t)-a(t) = <%>~[i+2kx~j]-002[2k:x-z'+j]:< o ) Y0 S 2kz-i+j][i+2ka-]

V1 + 4k222 (1 + 4k222) V14 4k222 ) (1 + 4k222)

— Yo 2kv3 -
a V1 + 4k222 ' (1+ 4k2x2)g[—2k‘x +2kx] =0

Asi tenemos finalmente que:

Problema 55.

Considere una partfcula que se mueve en una trayectoria segﬁn la curva Yy = f(ac) con una rapidez constante
0.

a) Determine la velocidad.
b) Determine la aceleracién.

—

c¢) Determine a(t) ~v(t)

> <

f(x)

> X

Solucion:

a) Notemos que la posicién en funcién del tiempo esta dada por:
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De este modo:

7 dT’(_i D o dr| . d(f(x)) A
o(t) = p” —%(a} i+ f(x) ])—[dt 1+ 7 J
Ahora:
dx .
E =X
Y también:

Asi tenemos que:

Ahora tenemos que:

@) = [&]v/1+ [/ ()]

Ahora como la particula se mueve hacia la derecha, entonces: & > 0, por lo tanto: || = . Ademdas como la
rapidez es constante e igual a vy, entonces:

vo

V14 (@)

De este modo:

o(t) = (WW) o4 f(2) - ]

b) Recordando que:

o) =i+ fl(2)E ]

Ahora, tenemos que:
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Ahora:

Ademss:

A _ f@f§”+¢“f@”]=[f@ﬁ+¢(“@f”>(dﬂl=[f@ﬁ+¢f&@ﬂ=[f@ﬁ+f%@@ﬁ]

Asi tenemos que:

Ahora a partir de la ecuacién:

vo

V1))

Tenemos que:

“_d:'v_ d . dx B d g dx B d v )
Ta @Y a| T e\ irren)| @) " e \Visree))

_ d Vo df’(x)x' _ vof'(x)
d(f @) \ 1+ [f(@)]2)| d=

U(]f/ x) e
(1Hﬂmmh()lﬂﬂm2

<1ﬂﬂmwp@%:

Vo

Por lo tanto:

Asi tenemos que:
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_ U—g @) ()| i+ M 5
RN EEAORE A+ r@re])
U2f” T . . .
= @
Asi finalmente tenemos que:
. 1)2 " T . .
o~ T e 01+

—

¢) Ahora tenemos que calcular v@f) - a(t). Recordando que:

o(t) = (UO> i+ f' () - ]

Ahora:

Asi tenemos finalmente que:

Problema 56.

Considere una persona que se para sobre una semiesfera de radio R. La persona patea una pelota en direccién
horizontal con una velocidad vg. Determine el minimo valor que puede tener vy de modo que la pelota no toque
nunca la semiesfera.
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Solucion:
Consideremos al origen como el punto O de la figura. Notemos que las ecuaciones de movimiento para la pelota

serian:

Ahora notemos que la ecuacién que describe la semiesfera esta dada por:

ui(t) = n(a(t) = VIZ 2@ = /R — 3 - ¢

Ahora para que la pelota nunca toque la semiesfera, debe ocurrir que para todo tiempo:

Ahora elevaremos ambos lados al cuadrado. De este modo:

2
RQ—R-g-tMgZ-t“zR?—ug-t?

_ 29724 2,2
R-g-t—|—4~t2 vy -t

g2
z-t4—R-g-t2+v§-t220

2 92 2 2

Como t? > 0, entonces:

gz-t2+(vg—R-g)20

83

i



PREGRADO

ingenieria

2
Ahora notemos que 4- 2 4 (v% — R - g) es una funcién cuadratica, por ende para que sea mayor o igual a cero
para todo t, entonces debe ocurrir que: vg — R-g >0y como vy > 0, entonces: vg > /Rg

Finalmente tenemos que la velocidad minima para que la pelota nunca toque la semiesfera es:

Umin = V Rg

Problema 57.
Considere el mismo problema analizado anteriormente. Utilizando la velocidad minima calculada anteriormente,
determine cual es la distancia a la base de la semiesfera a la que cae la pelota.

Solucion:
Utilizando la velocidad inicial calculada anteriormente, tenemos que la ecuaciones de movimiento son:

Sea t’ el instante en que la pelota cae al suelo, notemos que debe ocurrir que: y(t') =0

De este modo:

Ahora como ' > 0, entonces tenemos que:

De este modo, la distancia respecto al origen a la que cae la pelota es: z(t') = d

De este modo:

2R
o VR

d=z(t')=+/Rg-t' =/Rg-

Ahora la distancia a la base de la semiesfera es:

d—R=vV2-R—-R=[V2-1]-R

Finalmente, la distancia de la pelota a la base de la semiesfera una vez que toca el suelo es:

V2-1]-R

Problema 58.
Considere una circunferencia de radio R, la cual en el punto A tiene apoyada un extremo de una barra de largo
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L. El otro extremo de esta barra de largo L puede deslizarse por un riel horizontal que pasa por el centro de
la circunferencia.

A
R L
e
X

Determine z en funciéon de R, 0y L
Solucion:
Utilizando el teorema del coseno tenemos que:
L’ =22+ R?>-2-R-x-cos(9)
De este modo:
22 +z-[-2-R-cos(0)]+[R?>—L?* =0
Ahora esta es una ecuacién de segundo grado para z con a =1, b= —2-R-cos(f) y ¢ = R? — L?

De este modo:
2-R-cos(0) &£ \/4- R2-cos2(0) — 4 - (R2 — L?)
2

Notemos que cuando 6 = 0, x = R+ L, por lo tanto, evaluaremos ambas soluciones en 6 = 0

T2 = = R-cos(f) £ \/R? - cos?() + L? — R?

21(0) = R-cos(0) — \/R? - cos?(0) + L2 — R? = 21(0) = R cos(0) — \/R? - cos2(0) + L% — R?
=R-VR2+I?-R2=R-VI?=R-L = |2(0)=R—L|

22(0) = R-cos(0) + /R? - cos(0) + L2 — R? = 25(0) = R cos(0) + \/R? - cos2(0) + L% — R?
=R+VRPA P - R2=R+VI?=R+L = |0:(0)=R+1L|

Asi tenemos que la solucién valida es z2(6)

De este modo:

22(0) = R - cos(0) + \/R? - cos?(0) + L? — R?

Ahora notemos que para que la rafz este definida debe ocurrir que: R? - cos?(0) + L? — R?2 > 0

El menor valor que puede tener R? - cos?(0) + L? — R? es cuando cos(f) = 0, que tendrfa el valor de: L? — R?
y como esta expresién debe ser mayor que 0, entonces debe ocurrir que:

I?-R*>0 =L>R

Finalmente tenemos que:
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Problema 59.
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Considere el mismo problema que se estudio anteriormente. Ahora la circunferencia gira con una velocidad

angular constante w, determine la velocidad con la que se mueve la barra.

Solucion:
Recordemos la definicién de velocidad:

Utilizando la regla de la cadena tenemos que:

_dz:_ dx do
S \ae) \a

Ahora como la velocidad angular es constante e igual a w, entonces tenemoms que:

do
at "~
De este modo:
([ d= do B dx
PSag) \a) T e
Ahora tenemos que:
dx R?% - cos(0) - sin(0)

= —R - sin(0)

do - VR? - cos?(0) + L2 — R2

Finalmente, la velocidad es:

R%-w - cos(0) - sin(0)
VR2 - cos(0) + L2 — R2

v=—R-w-sin(h)

Problema 60.

Considere un esquiador que va a saltar con una velocidad v y un angulo de inclinacién de 0. Considere que la
pista sobre la que va a caer forma un angulo de ¢ con respecto a la horizontal, como se muestra en la figura:
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d - sin(¢)

d - cos(¢)

Determine la distancia d del punto de salto a la que cae el esquiador.

Solucion:
Primero partiremos descomponiendo la velocidad

v - sin(0)

Voo

Consideraremos como punto origen al punto de salto, y ademdas como la Unica aceleracién que esta actuando
es la gravedad, entonces tenemos que la ecuaciones del movimiento estan dadas por:

xz(t) =v-cos() -t

Sea t' el tiempo en que el esquiador hace contacto con la pista, entonces tenemos que: z(t') = d - cos(¢),
y(t') = —d - sin(¢$). Ahora despejaremos t', utilizando que z(t') = d - cos(¢). De este modo:

d - cos(¢) =v-cos(f) -t/

De este modo:

Y= d - cos(¢)
v - cos(0)
Ahora usando que y(t') = —d - sin(¢), entonces tenemos que:
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- g d2 COSQ(¢)
= tan(0) - cos(¢) - d — 2 02 cos?(6)

2
—d- sin(@) = y(t') = v - sin(6) - dgf)) = (cl%))

g & cos’(9)
2

—d - sin(¢) = tan(0) - cos(¢) -d — = - o2 cos2(0)

Como d # 0, entonces:

g d-cos*(¢)
2 02 cos?(6)

—sin(p) = tan(0) - cos(¢p) —

De este modo:

2v2cos?(0)[tan(0) - cos(¢) + sin(¢)] 202 - [cos(¢) - sin(0) - cos(8) + cos?(0) - sin(¢)]

g - cos?(9) N g - cos?(9)
202 - [cos(@) - sin(0) - cos(0) + cos®(0) - sin()]
d= 2
g - cos*(¢)
Ahora, recordemos que: 2 - sin(0) - cos(f) = sin(20) = sin(0) - cos(0) = sin;%)’ y que cos?(0) = 14—0;3(29)

Asi tenemos que:

g 202 - [cos(¢) - sin(0) - cos(0) + cos?(0) - sin(¢)] _ 2v* - [cos(¢) - (%52@) + (% + %) - sin(o)]
B g - cos*(9) - g - cos*(¢)

,UQ

T g co?(9) [cos(¢) - sin(20) + cos(20) - sin(¢) + sin(¢)]

Finalmente, tenemos que la distancia es:

,02

d= m [cos(¢) - sin(20) + cos(26) - sin(¢) + sin(p)]

Problema 61.

Considere el mismo problema analizado anteriormente. Determine cual es el angulo optimo de salto, conside-
rando que el esquiador quiere saltar lo mas lejos posible.

Solucion:

Notemos que lo que queremos maximizar es la distancia en funcién de 0, y ademas que 0 < 6 < 5 y que también
0<p<Z
=P =73

Asi tenemos que:

= ————— - [cos(¢) - sin(20) + cos(20) - sin(¢) + sin(e)]

88

i



PREGRADO

ingenieria

Ahora calcularemos la derivada de la distancia respecto a 6

U2

d(9) = 7 c02(@) [2 - cos(p) - cos(20) — 2 - sin(20) - sin(p)]

Ahora debemos calcular el 8* tal que d’'(6*) = 0, de este modo tenemos que resolver:

112

Ozd,(e*) = g'0082(¢)

12 cos(¢) - cos(20%) — 2 - sin(26%) - sin(¢)]
Esto es equivalente a hacer que:
cos(@) - cos(20%) — sin(20%) - sin(¢) =0
cos(¢) - cos(20%) = sin(20%) - sin(¢)

cos(¢p)  sin(20%)

sin(¢)  cos(26%)

cot(¢) = tan(20%)

. tanY(cot(9))
0=

Como 0 < 6 < %, entonces debemos ver cual de los siguientes 3 valores es més grande: d(0), d (3) y d(6*), y

de esta manera se obtendra el optimo.

U2 . . . _ v2 . .
d(0) = 7 o (d) [cos() - sin(0) + cos(0) - sin(¢) + sin(¢p)] = g 02 (d) [sin(¢) + sin(¢)]
U2 . . . _ U2 . . _
d (%) = QTSZ(QZ)) . [COS(¢) . S’ln(ﬂ') + COS(T{') . Sln(¢) + Szn(qf))} = gTSQ(qb) . [—Sln(¢) + Slln(d))] = O
02
d(6*) = 7 c0s2(d) [cos(@) - sin(20%) + cos(20%) - sin(¢p) + sin(@)]

Es por esto que debemos determinar sin(26*) y cos(26%)

5in(20%) = sin(tan=t(cot(¢)))

Sea = = cot(¢), entonces:

5in(20%) = sin(tan~1(z))

Sea a = tan~!(x), entonces:

sin(26%) = sin(«)

Como a = tan~'(x), entonces tan(a) =z = 1+ tan’(a) =22 +1 = sec?*(a) =22 +1
1

= secla) =vVz2+1 = cos(a) =
(@ (@)= ———
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Ahora utilizando que cos?(a) + sin?(a) = 1, entonces tenemos que:
, 1 2?2 +1 1 z?
st(a):1—0052(a):1—x2+1: Pl P2l 2
De este modo:
sin(a) = x2x+ :
Asi tenemos que:
oy T cot(¢)  cob(d)  cob(d) . cos(P)
sin(207) = VaZ+1 \/cotz(gb) 1 csc?(9) esc(g) sin(@) sin(¢) cos(¢)
De este modo:
‘sin(%*) = cos(9) ‘
Ahora:
cos(260%) = cos(tan™" (cot()))
Sea x = cot(¢), entonces:
cos(20%) = cos(tan™'(x))
Sea o = tan~!(x), entonces:
cos(20*) = cos(a)
Como a = tan~1(z), entonces tan(a) =z = 1+tan?(a) =22 +1 = sec?(a) =22 +1
1
= sec(a) = V2?2 +1 = cos(a) = =
De este modo:
(26%) = cos(o) = g = = = sin(g)

€os C = ViZ+1 Veot2(¢) + 1 © Jes2(g)  csc(o) o
Asi tenemos que:
‘608(2(9*) = sin(¢) ‘
De este modo:

2
d(6*) = 7 c;}s?(gb) - [cos(9) - sin(20*) + cos(20*) - sin(¢) + sin(¢)]

U2 . . . Il)2 2 . 2 . v2
= g c02(9) [cos(9) - cos(9) + sin(d) - sin(¢) + sin(¢)] = o COSQ(@'[COS (¢) + sin*(¢) + sin(d)] = 7 c052(9)
[1+ sin(¢)]

Ahora comparamos:
U2 . .
d(0) = 7 0 (@) [sin(¢) + sin(¢)]
i(5) =0
v? ,
W0 = oy 11 o)
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Ahora claramente d(6*) es el valor més alto, por lo tanto, el valor optimo es:

o tan~(cot(¢))
2

Problema 62.
tan—"(cot(¢))

Considere el mismo caso estudiado anteriormente. Demuestre que ¢ = —————~ se puede escribir como:

M =a- ¢+ b, y determine los valores de a y b.

-1 d,
Hint: Notemos que podemos definir: f(¢) = M, y podemos obtener a haciendo que: —f = a, y que

dg

ademds podemos usar algin dngulo para reemplazar en f(¢) y asi determinar b.

Solucion: »
Sea f(<25) _ tan (200t(¢))
df d oty 1 4, 1 d -1 deot(¢) 1 5 d -1
7= ) = L ftan (eot(9)) = b gsltan ot (6)} T = —5ese(0)- 7 ftan ™ cor(6)]
Ahora, calculamos dcocz @) [tan™!(cot())], usando que u = cot(¢), asi tenemos que:
d - d 1 11

dcot(gb)[tan Heot(9))] = @[tan )] = u2+1  cot?2(d) +1  csc?(¢)
Asi, tenemos que:
a1 d _ 1 11
e —56362(@ : dcot(¢)[tcm Hcot(9))] = —50502(@ @) 2
De este modo:

1
4=—=

2

Asi tenemos que:

an~1(co ¢
f(g) = o) — oy p

Ahora usemos ¢ = %

oola

. tan~1(cot(ZT)) an~1
f(Z): 2(4):t 2(1):

CNE

Ahora, por otro lado:

™

f(3) =—g+b=—F+

2
Usando que f (%) = 3, entonces:
Frb=3

Asf tenemos que: b = 7, asf finalmente tenemos que:

_ tan"!(cot (¢))
A R
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Problema 63.
Considere el mismo problema analizado anteriormente. De una expresién para la distancia optima utilizando
la expresion obtenida anteriormente.

Solucion:
d(6) = y(;}’;(@- cos(@) - sin (2 -5 +5]) +cos (2+ [~5 +5]) - sin(6) + sin(9)
= g-c:;(gb)' [cos() - sin (—qb + g) + cos (—(;5 + %) - sin(¢) + sin(9)]

Ahora nos centraremos en calcular: sin (—¢ + g) y cos (—¢ + g)

sin(—¢+35) =sin (5 —¢) = sin(5) - cos(¢) — cos (5) - sin(¢) = cos(¢)

Asf:
sin (—¢> n g) — cos(d)

Ahora:

cos (—p+ Z) = cos (3 — ¢) = cos (3) - cos(¢) + sin (%) - sin(¢) = sin(¢)
Asf:

cos (—qb + g) = sin(¢)

Finalmente tenemos que:

2

df) =d (—% + %) = g-c:)}sQ((zﬁ). [cos(9) - sin (—¢ + g) + cos (—(b + g) - sin(¢) + sin(@)]
2 2
= M- [cos(@) - cos(@) + sin(¢p) - sin(¢) + sin(P)] = g-CZSQ((ﬁ)' [cos®(p) + sin?(¢) + sin(¢)]
v? ]
= m- [1+ sin(p)] =
Asi finalmente tenemos que, la distancia optima es:
v2 )

Problema 64.
Considere una pelota que se suelta desde una altura h. En cada rebote su velocidad se ve reducida en un factor
0 < k <1, es decir:

Uascenso| =k- |Udescenso
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O

h .

| .I.l
( BN BN BN BN )

Determine cuanta distancia recorre la pelota.

Solucion:
Notemos que la ecuacién de movimiento para la pelota en el primer rebote esta dada por:

De este modo:

Ademsds tenemos que la distancia recorrida hasta que toca el piso es hg = h

Ademas de esto, la velocidad en funcion del tiempo desde que se suelta la pelota hasta que cae el piso esta
dada por:

v(t)=—g-t
De este modo, la pelota llega con velocidad v(t’) al suelo. De este modo:
2h V2-h
U(t')z—g'tlz—g'\/?Z—\/ﬁ'\/ﬁ'ﬁz—\ﬂgh

De este modo: |vg| = /2gh
Asi tenemos que la velocidad en el i — esimo rebote estarda dada por:
|U7;| =k- |Ui,1| = k‘2 . |’Ul',2| = ... = k‘z . |1)0| = kz . \/2gh

Asi tenemos que:
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|vi| = k' - \/2gh
ho=nh
2h

t[): ?

Ahora consideremos el i — esimo salto en donde la pelota sale desde el suelo con un velocidad |v;|. Asi tenemos
que su ecuacién de movimiento esta dada por:

g
bilt) = o -t = 54

Y su ecuacién de velocidad esta dada por:
vi(t) = |vil =g - &

Calcularemos el tiempo en que alcanza su altura méxima t;, es decir que: v;(t;) = 0

De este modo:

o
I

vi(ti) = |vil — g i
Asi tenemos que:
vl

g

Y la altura maxima estaria dada por: y;(t;) = h;

P =

De este modo:

En resumen, tenemos que:

) |2
to— |2 =k 2] =) =

g

Notemos que para calcular la distancia total recorrida debemos contar la distancia recorrida al subir y al bajar.

Sea H la distancia total recorrida, entonces tenemos que:

2gh

H=h+2- Zh—h+2 ZM—’H?Z 22

[e’e) ) [e'e) ) 1 kQ
=h+2h-Y (k) =h+2h- Z(kQ)’—li = h+2h- 1—1#_1] =h+2h- (1—1&)
=1 1=0

(4 2k? o 1—-k  2K? 0 1+ k2
A = B (gl w3 B ey

94

i



PREGRADO i

ingenieria

Finalmente, la distancia recorrida es:

1+ k2
H=h | ——
Problema 65.

Considere el ejercicio analizado anteriormente. ;Cuanto tiempo demora en detenerse la pelota?

Solucion:
Podemos calcular el tiempo total que se demora la pelota al detenerse utilizando los datos que se obtuvieron
en el ejercicio anterior. Se debe notar que se debe contar el tiempo de subida y de bajada.

Sea T el tiempo total que se demora hasta detenerse, tenemos que:
oo o0
2h v; 2h 2
T:t0+2.zti:1/g+2.z’;‘: Zyvz\_ 2h Zkl \ﬁh_,/ 2 V2gh Zkz
i=1 i=1

[2h 2h o= . [2h [2h | . [2h [2h 1
S (T BN it N U R B g -1l =,/ =422 | ——1
g g ; g g Lz; ] g g ll—k ]
_fen e [k [ 2] [
Vg g |1-k| Vg 1-k| \yg

Finalmente tenemos que el tiempo total que demora en detenerse es:

14+ k&
A LN ]
g \1—k
Problema 66.

Considere el mismo problema analizado anteriormente. Calcule la velocidad media de la pelota.

1+k

1-k

Solucion:
Tenemos que:

Y la velocidad media estara dada por: v =

De este modo:
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1—-k

\/ﬁ<1+k> V2 vhE =) +Fk)
g

Asi finalmente tenemos que la velocidad media es:

_\/gTL 1+k)(1-k)  [gh (1+k?)
V2 -k +k0+Ek) V2 (1+k)2

v =

gh (1+Fk)
2

(1+ k)2
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