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Prélogo
El presente texto tiene por objetivo entregar los conocimientos necesarios al alumno
para que pueda tomar un primer curso de calculo en la Pontificia Universidad Catdlica

de Chile abarcando todos los temas de la asignatura “Algebra e Introduccién al Célculo”
que se imparte a diversas carreras y en diferentes formas.

Este volumen se preocupa de los temas mas formales permitiendo al alumno familia-
rizarse con los lenguajes cientificos y con el método deductivo, aspectos fundamentales
en la formacion de un profesional.

En el primer capitulo se presenta el lenguaje matematico, se introduce el uso de varia-
bles y se desarrollan algunos de los principales conceptos Iégicos: verdad, consecuencia,
equivalencia y demostracion. Este capitulo es el eje transversal de todo el texto, pues en-
trega las herramientas necesarias para hacer demostraciones correctas en matematica.

El segundo capitulo se refiere a los numeros reales. Aqui se hace una presentacion
axiomatica y en base a ella se estudian ecuaciones e inecuaciones.

En el tercer capitulo se introducen los conceptos de relacidn, funcidn real, sus propie-
dades y sus gréficos.

El cuarto capitulo esta dedicado a las funciones trigonométricas, sus propiedades,
sus graficos y sus aplicaciones.

En el capitulo cinco se presentan los nimeros naturales, basado en los axiomas de los
numeros reales. Aqui se estudian principalmente los conceptos de inducciony recursion.

En el capitulo seis se desarrollan las principales aplicaciones de la inducciéon matema-
tica, destacando las propiedades de sumatorias, progresiones, nimeros combinatorios y
el Teorema del Binomio.
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En el séptimo capitulo se introducen los numeros complejos y los polinomios.

En el capitulo ocho se presentan las funciones exponencial y logaritmo, destacando
las propiedades de modelamiento de estas funciones.

En el capitulo nueve se introducen los conceptos basicos de la geometria analitica,
estudiando rectas y las cénicas.

Finalmente, en el capitulo diez se introducen los primeros conceptos del calculo di-
ferencial, estudiando el concepto de completud de los niumeros reales y el de limites de
sucesiones.

Al final de cada capitulo se entrega una prueba de autoevaluacion de los conocimien-
tos relevantes de cada capitulo. Esta prueba consta de siete preguntas que el alumno
debera responder y autoevaluar cada pregunta con una nota entre cero y uno. El prome-
dio de las diez evaluaciones sera el setenta por ciento de la nota del curso y el restante
treinta por ciento es la nota que se obtenga en el examen final que se encuentra en el
capitulo once. Con esta nota, el alumno podra saber si estd en condiciones apropiadas
para tomar un primer curso de célculo universitario.

Las respuestas a muchos de los ejercicios propuestos en cada capitulo, a las pruebas
de autoevaluacion y al examen final se encuentran en el capitulo doce.

Deseo agradecer muy especialmente a mi amiga y colega Maria Isabel Rauld por sus
correcciones, revision del presente texto y su invaluable cooperacion.

Irene Mikenberg L.

Santiago, noviembre de 2012.
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Lenguaje Matematico

La matematica estudia las propiedades de ciertos objetos, tales como numeros, ope-
raciones, conjuntos, funciones, relaciones, etc. y para ello, es necesario poder contar
con un lenguaje apropiado para expresar estas propiedades de manera precisa. Desa-
rrollaremos aqui un lenguaje que cumpla estos requisitos, al cual llamaremos lenguaje
matematico.

Aunque algunas de estas propiedades son evidentes, la mayoria de ellas no lo sony
necesitan de una cierta argumentacion que permita establecer su validez. Es fundamen-
tal por lo tanto conocer las principales leyes de la légica que regulan la correcciéon de
estos argumentos. Desarrollaremos aqui los conceptos de verdad, equivalencia y conse-
cuencia légica y algunas de sus aplicaciones al razonamiento matematico.

El lenguaje matematico esta formado por una parte del lenguaje natural, al cual se
le agregan variables y simbolos légicos que permiten una interpretacidn precisa de cada
frase.
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Proposiciones 1.2.1

Llamaremos proposiciones a aquellas frases del lenguaje natural sobre las cuales
podamos afirmar que son verdaderas o falsas. Ejemplos de proposiciones son:

“Dos es par”.

“Tres es mayor que siete”.

“Tres mas cuatro es nueve”.

“Si dos es mayor que cinco entonces dos es par”.

“Dos no es par” .

En cambio las siguientes frases no son proposiciones:

“¢ Es dos numero par?”.
“Dos mas tres”.

“i{Sumale cinco!”.

Usamos letras griegas «, 3, v,. . . etc., para denotar proposiciones.

Conectivos 1.2.2

Una proposicidn puede estar compuesta a su vez por una o varias proposiciones mas
simples, conectadas por una palabra o frase que se llama conectivo.

Los conectivos mas usados son:

Negacion

Consideremos la proposicion
“dos no es par”.

Esta estad compuesta por la proposicién mas simple “dos es par” y por la palabra
“no”, que constituye el conectivo negacion.

Si a es una proposicion, — « denotara la proposicién “ no es verdad que .
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Conjuncion
Consideremos la proposicion

“dos es par y tres es impar”,

la cual estd compuesta por las proposiciones mas simples “dos es par’y “ tres es
impar”, conectadas por la palabra “y”, que constituye el conectivo conjuncion.

Si oy B son dos proposiciones, usamos («a A [3) para denotar la proposicién “a 'y 5”.

Disyuncion

Consideremos la proposicion

“dos es mayor que siete o siete es mayor que dos”.

Esta estd compuesta por las proposiciones mas simples “dos es mayor que siete” y
“ siete es mayor que dos”, conectadas por la palabra “0”, que constituye el conectivo
disyuncion.

Si ay 8 son dos proposiciones, usamos (« V ) para denotar la proposicién“a o 3.”

Implicacion

Consideremos la proposicion

“si dos es par entonces tres es impar”.

Esta esta compuesta por las dos proposiciones mas simples “dos es par”y “ tres es
impar”, conectadas por las palabras “si. .., entonces...”, que constituyen el conec-
tivo implicacién.

Como notacion usamos (o — () para la proposicidn “si o entonces 3.

Bicondicional

Consideremos la proposicion

“dos es mayor que siete si y solo si siete es menor que dos”.

Esta est4 compuesta por las proposiciones mas simples “dos es mayor que siete” y
“siete es menor que dos”, conectadas por las palabras “si y sélo si”, que constituyen
el conectivo bicondicional.

Denotamos por (a <+ (3) a la proposicion “« si y sélo si 5”.
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Una proposicién es simple si ninguna parte de ella es a su vez una proposicion.
Ejemplos de proposiciones simples son:
“Dos es un numero par”.
“Tres es mayor que cuatro”.

“Tres mas cinco es mayor que cuatro”.
Se usan letras minusculas p, g, r, s,. . . etc., para denotar proposiciones simples.

Ejemplos

Ejemplo 1.1
Usando simbolos matematicos conocidos y simbolos para los conectivos, podemos ex-
presar las siguientes proposiciones:

a) “Si dos es par entonces tres es impar” como (2 es par — 3 es impar).
b) “No es verdad, que dos es par o impar” como — (2 es par\ 2 es impar).

c) “Si no es verdad que cinco es menor que siete, entonces cinco es mayor que siete
o cinco es igual que siete”como (- (5<7) — (5>7Vv5=7)).

Ejemplo 1.2
Usando ademas los siguientes simbolos:

p:“2espar” q:“3esimpar’
r:“5<7, s:“5>7",
t:5=7", u:“2 esimpar,’
podemos expresar:
a) “Si dos es par entonces tres es impar” como
(p— Q).
b) “No es verdad que dos es par o impar” como
= (pV u).

¢) “Si no es verdad que cinco es menor que siete, entonces cinco es mayor que siete
o0 cinco es igual que siete” como

(—r—(sVvi).
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Predicados 1.2.3

Consideremos proposiciones en las que hemos reemplazado uno o mas nombres de
objetos por letras como: x, y, z, u, etc. Por ejemplo, las siguientes:

“X es positivo”

“y es par’

“x es mayor que y”

“X es mayor que y mas z”

“Si x es mayor que 5, entonces x es positivo”.

Estas frases se llaman predicados y las letras usadas se llaman variables. Los pre-
dicados no son verdaderos ni falsos, pero al reemplazar las variables por nombres de
objetos se transforman en proposiciones.

Como en el caso de las proposiciones, los predicados pueden estar compuestos por
otros mas simples ligados entre si por conectivos. Por ejemplo, el predicado: “x es par o
X es primo” estd compuesto por los predicados simples: “x es par” y “x es primo” unidos
por el conectivo “0”.

Como notacién usamos:

m |etras griegas seguidas de las variables correspondientes: a(x), A(x,y), ...etc.,
para denotar predicados.

» |etras minusculas seguidas de las variables correspondientes: p(x), q(x, y),...etc.,
para denotar predicados simples.

Ejemplos

Ejemplo 1.3

Usando simbolos matematicos conocidos y simbolos para los conectivos, podemos ex-
presar los siguientes predicados:
a) “Si x es par entonces x no es impar” como (x es par — — (x es impar)).

b) “x es mayor que y si y solo si no es verdad, que x es menor que y o0 que x es igual
ay’como(x>y < —-(x<y VvV x=Yy)).
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Ejemplo 1.4

Usando ademas los siguientes simbolos:
p(x) :“x espar,” q(x):“x es impar,”
rix,y):“x>y",  s(x,y):‘x<y”,
t:*x=y",

podemos expresar:

a) “Si x es par entonces x no es impar” como
(p(x) = = q(x)).

b) “x es mayor que y si y sélo si no es verdad, que x es menor que y o que x es igual
ay como

(r(x,y) < = (s(x,y) Vv t(x,y))).

Cuantificadores 1.2.4

A partir de un predicado se puede obtener una proposicién anteponiendo una frase
llamada cuantificador. Los cuantificadores mas usados son:

Cuantificador universal

Consideremos el predicado
“X es positivo”,
al cual le anteponemos la frase
“para todo numero x se tiene que”.
Obtenemos la proposicion
“para todo numero x se tiene que x es positivo”,
cuyo significado es equivalente al de la proposicién
“todo numero es positivo”.

La frase “para todo x” constituye el cuantificador universal.
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Cuantificador existencial

Si al mismo predicado
“X es positivo”,

le anteponemos la frase

“existe un numero x tal que”,
obtenemos la proposicién

“existe un numero x tal que x es positivo”,

cuyo significado es equivalente al de la proposicién

“existen niumeros positivos”.
La frase “existe un x” constituye el cuantificador existencial.

Cuantificador “existe un unico”

Si anteponemos al mismo predicado
“X es positivo”,
la frase
“existe un unico numero x talque”,

obtenemos la proposicidén

“existe un unico numero x tal que x es positivo”,

cuyo significado es equivalente al de la proposicién

“existe un unico numero positivo”.

La frase “existe un Unico x” constituye el cuantificador “existe un unico” .

En todo cuantificador se debe especificar el tipo de objetos involucrados en la afirma-
cion, y para hacer ésto se usan colecciones o conjuntos de objetos que se denotan por

letras mayusculas: A, B, C,.. . etc.
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Como notacién usamos:

Vx € Aa(x) : “para todo x elemento de la coleccién A, a(x).”
dx € Aa(x) : “existe al menos un elemento x de la coleccion A tal que a(x).”
dlx € Aa(x) :  “existe un unico elemento x de la coleccion A tal que a(x).”.

a(a) denota la proposicion obtenida de a(x) al reemplazar x por a.

Notemos que si se tiene un predicado con dos variables diferentes, es necesario an-
teponer dos cuantificadores para obtener una proposicién. Por ejemplo, a partir del pre-
dicado x < y se pueden obtener entre otras:

Vx e AVy e A(x <),
dx e Avy e A(x < y),

Ixe Adye Ax<y

bl

( )
( )
Vx e Ady e A(x <)
( )
Vy e Adx € A(x < y).

Ejemplos

Ejemplo 1.5

Sea N el conjunto de los numeros naturales. Entonces podemos expresar:
a) “Todo numero natural impar es primo”
Vx € N(x es impar — x es primo).
b) “Existen numeros naturales impares que no son primos”
dx € N(x es impar A— (x es primo)).
c¢) “Existe un unico numero natural primo que no es impar”
dlx € N(x es primo A\ — (x es impar)).

Ejemplo 1.6

Sea N el conjunto de los numeros naturales . Usando los simbolos matematicos usuales
y los simbolos I6gicos, podemos expresar las siguientes proposiciones:
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a) Dos mas dos es ocho:
2+2=28.

b) Todo numero natural es par:
Vx € N (x es par).

c) Si dos es par, todo numero natural es par:
(2 es par— Vx € N (x es par)).

d) Si uno es par, entonces 3 no es par:
(1 es par — — (3 es par)).

e) Todo numero natural mayor que cinco es par:
Vx e N(x >5 — x es par).

f) Hay numeros naturales pares mayores que cinco:
dx e N(x espar N x > 5).

g) El producto de dos numeros naturales pares, es par:
Vx €e NVy € N((x espar\ y es par) — x -y es par).

h) Existe un unico numero natural cuyo cuadrado es cuatro:
dlx € N(x? = 4).

i) No hay un numero natural que sea mayor que todo numero natural:
- 3dx e NYy e N(x > y).

j) El cuadrado de la suma de dos numeros naturales es igual al cuadrado del primero
mas el doble del producto del primero por el segundo mas el cuadrado del segundo.

Vx € NVy € N((x + ¥)? = X2 + 2xy + y2).

Las Leyes de la Logica m

Verdad 1.3.1

La verdad de una proposicidén simple depende solamente de su contenido. Por ejem-
plo las proposiciones “2 < 3”7, “2 es par”’ y “3 es impar” son verdaderas y por el contrario,
“4=5"y“2-5+1) > (3%-10)” son falsas.

En cambio la verdad de una proposicion compuesta depende ademas de la verdad o
falsedad de sus componentes mas simples y esta dada por las siguientes reglas, donde
a'y [ son proposiciones, a(x) es un predicado y A es un conjunto:

1. = « es verdadera si y solamente si « es falsa.



2. (Vv B) es verdadera si y solamente si al menos una de ellas, a 0 3, es verdadera o
ambas son verdaderas.

3. (a A ) es verdadera si y solamente si ambas «a y 8 son verdaderas.

4. (o« — () es verdadera si y solamente no puede darse el caso que o sea verdadera
y [ sea falsa.

5. (o < () es verdadera si y solamente si ambas, « y 5 son verdaderas o0 ambas son
falsas.

6. Vx € A a(x) es verdadera si y solamente si para todo elemento a de A se tiene que
a(a) es verdadera.

7. 3x € A a(x) es verdadera si y solamente si existe al menos un elemento a de A tal
que «(a) es verdadera.

8. dlx € A a(x) es verdadera si y solamente si existe un unico elemento a de A tal que
a(a) es verdadera.

Ejemplo 1.7

Sea N el conjunto de los numeros naturales. Entonces,

a) (2 < 3V 4 =05) es verdadera porque 2 < 3 es verdadera.

b) (2 < 3N 4 =05) es falsa porque 4 = 5 es falsa.

c)(2 <3 — 4 =5) es falsa porque 2 < 3 es verdadera y 4 =5 es falsa.
d) (2 < 3 — 3 < 4) es verdadera porque ambas son verdaderas.

e) (2 > 3 — 4 = 5) es trivialmente verdadera porque 2 > 3 es falsa.
f)(2 < 3+ 5 > 1) es verdadera porque ambas son verdaderas.

g) (2 > 3 + 4 =5) es verdadera porque ambas son falsas.

h)vx € N (x > 2) es falsa porque 1 € N y no se cumple que 1 > 2.
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i) dx € N(x > 2) es verdadera porque por ejemplo,3 € N y3 > 2.

J)Vx € N(x > 2V x < 2) es verdadera, porque si a € N entonces (a> 2V a< 2) es
verdadera y esto ultimo es cierto porque o bien a > 2 o bien a < 2.

k)dlx € N(x > 2) es falsa, porque por ejemplo,3 y4 €N, 3>2,4>2y4+#3.

)vVx e N(x >4 — x+3 > 7) es verdadera porque si a € N se tiene que (a > 4 —
a+3 > 7) es verdadera, y esto ultimo es cierto porque si a > 4, sumando tres se
obtiene que a+3 > 7.

m)Vx € NVy € N((x > 1Ay >1) = x-y < 1) es falsa, porque por ejemplo,
2eN,83eNy((2>1A3>1)—2-3 < 1) es falsay esto ultimo se debe a que
2>1y3>1ynosecumpleque?2-3<1.

n)vx € Ndy € N(x < y) es verdadera, pues sia € N, entoncesa+1cNya<a+1,
entonces six = a exsitey =a+1 talquex <y.

n)3dx € NVy € N(y < x) es falsa porque si a € N, entonces a+1 € N y no se cumple
quea+1 < a.

Notemos que para ver que una proposicion de la forma Vx € A a(x) es falsa, basta en-
contrar un objeto ade A que no cumpla con «a(a). Este objeto se llama un contraejemplo
de la proposicion dada.

Por ejemplo, en (h) del ejemplo anterior, x = 1 es un contraejemplo para la proposicion
Vx € N(x > 2).

Verdad logica 1.3.2

Consideremos la proposicion

(P AN Q — p).

Esta es verdadera, independientemente del valor de verdad de p y de g, como podemos
ver al hacer la siguiente tabla llamada tabla de verdad de la proposicién:

plag|Prg) | (pra) —p)
v v v
VIF| F %
Flv| F vV
FIF| F vV

: Verdades légicas.



12 Capitulo 1. Lenguaje Matematico

Este tipo de proposiciones se llaman verdades logicas.
Por el contrario si consideramos la proposicion

(b v q) — p),
y hacemos su tabla de verdad:
p|aqlpva | (pVva) —p)
v v
V| F 4 4
FlV 4 F
F|F F v

: Ejemplo de una proposicién que no es verdad logica.

Vemos que ésta es verdadera sélo para algunos valores de verdad de p y q. Esta
proposicién no es una verdad légica.

El método de las tablas de verdad para verificar una verdad légica sirve solamente
cuando se trata de proposiciones sin variables ni cuantificadores. Por ejemplo, la propo-
siciéon

Vx € A(p(x) V = p(x)),
es légicamente verdadera pues si a es un objeto de la coleccidn A, o bien se cumple p (a)
o0 bien su negacion — p (a), y por lo tanto (p (a) vV — p (a)) es siempre verdadera. En este
caso no se puede usar tablas de verdad porque la verdad de ésta depende del universo
Ay de si para cada objeto a de A se cumple p (a) o no.

Contradicciones 1.3.3

Si consideramos la proposicion

(b A = p),

vemos que ésta es siempre falsa, cualquiera que sea el valor de verdad de p como
podemos observar al hacer la tabla de verdad de la proposicion:

pi—p|PA-p)
VI F F
Fl Vv F

: Contradiccidn.

Este tipo de proposiciones se llaman contradicciones.
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También existen contradicciones en el lenguaje con variables. Por ejemplo la proposi-
cién
VxeA(p(x)) A IxeA(=p (X)),

es siempre falsa pues si para todo a € A se cumple p (a), entonces no puede existir un
ac Atalque - p(a).

Equivalencia légica 1.3.4

La proposicion
~(Vx € A(p (x)) < Ix € A(=p (X))
es l6gicamente verdadera pues —(Vx € A (p (x))) es verdadera si y so6lo si no es cierto
que para todo elemento a € A se cumple p (a), lo cual equivale a que exista al menos un

elemento a € A que cumple —p(a) que a su vez es equivalente a que Ix € A (—p (x)) sea
verdadera.

En este caso se dice que las proposiciones —Vx € Ap(x) y Ix € A- p(x) son logica-
mente equivalentes, y como notacién usamos:

—Wx € A(p(x)) = Ix € A(=p(x)).

Por el contrario, las proposiciones = (p A q)y (- p A — @) no son l6gicamente
equivalentes porque la proposicion

=P AQ < (mpA—Q)

no es una verdad l6gica como se puede deducir de su tabla de verdad:

plal|—p|—q|(PArqg) | ~(PAQ) | (=pA=q) | (=(PAQ) < (mpA—Q))
VI F | F v F F 4
VIFI| F |V F 4 F F
FIV|V|F| F % F F
FIF| V|V F 4 4 4
: Proposiciones no l6gicamente equivalentes.
Es decir,

(=P AQq # (P A—Q)
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Consecuencia légica 1.3.5

La proposicion
(p Alp—Qq) — q)
es logicamente verdadera como se puede ver facilmente al hacer su tabla de verdad:

plqg|(p—=q | (PAPp—=q) | ((PA(P—Qq)—Qq)
V|V V V V
VI F F F V
FlVv V F Vv
F|F V F V

: Consecuencia logica.

En este caso se dice que g (el consecuente), es consecuencia légicade py (p — Q)
(proposiciones que forman el antecedente).

Como notacién también se usa:

(b—Qq)

q conclusion

p } |
premisas

Por el contrario, la proposicion Ix € A(p (x) A g (x)), no es consecuencia légica de
dx € A(p (x)) y 3x € A(q (x)), porque la proposicion

@xeA(Px)A3xeA(g ) — IxeAlp(x)Aq (X))

no es légicamente verdadera.

Para verificar que no lo es, basta encontrar un conjunto A, y predicados particulares
p(x) y q(x) que hagan falsa a la proposicion anterior, es decir, que hagan verdadero al
antecedente y falso al consecuente.

Sea A =N, p(x) : “x es par’y q(x) : “x es impar”. Entonces, 3x € A (p (x)) es
verdadera porque existen nimeros naturales pares, 3x € A (q (x)) es verdadera porque
existen numeros naturales impares y por lo tanto su conjuncién:

(@x e A(p (X)) A3x € A(g ()
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es verdadera.

Por otro lado no existe un numero natural que sea par e impar simultaneamente, por
lo tanto la proposicién Ix € A (p (x) A g (x)) es falsa.

Verdades logicas usuales 1.3.6

El siguiente teorema nos proporciona algunas de las verdades I6gicas mas usadas
en el razonamiento matematico:

Teorema Sean «, 5 y v proposiciones. Entonces, las siguientes proposicio-
nes son légicamente verdaderas:

(1) aV-a.

(1) = (a A= a).

) a — «a.

(V) (oA a) < a.

(V) (aVa) < a.

V1) (e = B) A a) = B.

(Vi) a — (a Vv pB).
(vin) 5 — (a VvV p).

(1X) (o A B) = «.

(X) (a A B) — B.

(X1) (e = BY A (B — 7)) = (a = 7).
(X1) (v <> BYA(B < 7)) = (a < 7).
(X)) (a€ AANVX € A (a(x))) — a(a).

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(XIV) (aV B) < (BVa).

(xv) (a A p) < (BAa).

(Xv1) (aV(BVy) < ((aVp)Vva)
(xvi)) (@ A(BA7)) < (aAB)A9).
(xvii) ((aAB) V) < ((@Vy) A BV 7Y)).
(XIX) ((V B) A7) < (@A) V(BAY)).
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(XX) (« = B) + (—maVp).
(XX1) (¢ = B) < (= — —a).
(XXI) (a + B) < ((a— B)A (B — «)).
(xXXi) (a + B) « (—a < = p).
(XXIV) (= (BV 7)) < ((a A= f) =)
(XXV) == a < a.
(XXVI) = (aAB) < (—aV-p).
(XXVIl) = (aV B) < (maA-p).
(XXvill) = (a — B) < (a A - F).
(XXIX) = (a < B) < ((aA=B)V(BA- ).
(XXX) (o= (BA= D)) < )
(XXX1) (0 = BYAN (B =) A (v = a)) < (o < )AL < 7).
(XxXX11) ((a = B) AN (—a— ) < 5.
(xxxim) ((a = B)A (v — ) < (V) = P).

)
(XXXIV) (o = (BA7) < (@ = B)A(a— 7).
(XXXV) (BVA) < ((a—B)V(a—n)).
(XXXV1) (e Ay) = B) < (a— (v = B)).
(XXXVID) (o — ) < ((an=8) = (Y A= 7).

(
(
(
(a
(v —
(
(
(

(XXXVII) ((B—= a) A (= 8 — a)) < «a.

Teorema Sean a(x) y B(x) predicados simples. Entonces las siguientes son
verdades logicas:

(1) = (vx € A(a(x))) < Ix € A(— a(x)).
(1) = (Ix € A(a(x))) < Vx € A(— a(x)).
() Ix € A(a(x)) < Ix € A(a(x) AVy € A(a(y) = x =Y)).

(v) = (3x e A (a(x)))
& (IXeA(ax)vIxe Ady e A(x £y Aa(x) Aa(y))).

(V) ¥x € A ( (X) A B(x)) < (VX € A (a(x)) AVx € A (B(X))).
(V1) (VX € A (a(x)) V Vx € A (B(X))) — VX € A (a(x) V B(x)).
(Vi) 3x € A (a(x) A B(X)) = (3x € A (a(x)) A Ix € A (B(X))).

(Vi) 3x € A (a(x) V B(x)) < (3x € A(a(x)) vV Ix € A (3(x))).

(x)
(x)

X
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Teorema Sea a(x, y) predicado binario. Entonces las siguientes son verda-
des logicas.
(1) Vx € AVy € A(a(x,y)) < Vy e AVx € A(a(x,Y)).
() Ix e Ady € A(a(x,y)) « dye Adx e A(ax,y)).
() Ix € AVy € A(a(x,y)) = Vy € Adx € A(a(x, y)).

Demostracion

La verificacion de todas aquellas que no contienen variables ni cuantificadores, puede ha-
cerse usando tablas de verdad. Por ejemplo para demostrar Teorema 1.1 (XXVlll), cons-
truimos la tabla de verdad de la proposicion

(= (= pB) < (an=p)),

a | Bl (a=pP) | ~a—=pP)| 8| (@An=p) | (-(a—=p) < (an-))
vivi v F F| F %
VIF| F % V| v v
Flv| Vv F F| F v
FIF| Vv F V| F %

: Tabla de verdad del Teorema 1.1/ (XXV11I)

Esta tabla nos indica que independientemente de los valores de verdad de las pro-
posiciones que la componen, (o y 3 en este caso) la proposicion es siempre verdadera
como puede observarse en la dltima columna.

Otra forma de demostrar una verdad I6gica con o sin variables, es aplicar directamente
el concepto de verdad. Por ejemplo, para verificar Teorema 1. 1|(XX)):

(0 = P) < (maVp)),

tenemos que:

(e — ) es verdadera si y solamente si cada vez que o sea verdadera, también 3 es
verdadera, si y solo si no es el caso que o sea verdadera y 7 sea falsa, es decir, si y solo
Si o es falsa o B es verdadera, o sea, si y solo si ~« es verdadera o [ es verdadera, lo
cual se cumple si y sélo si (— « Vv ) es verdadera.

Este método se aplica también para verificar verdades I6gicas que contienen varia-
bles.
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Por ejemplo, para verificar Teorema 1.3 (I11):
(Ix e AVy € A(a(x,y)) = Vy € Adx € A(a(x, y))),

tenemos que si 3x € A Yy € A (a(x,y)) es verdadera, entonces existe un elemento
a de A tal que Vy € A («a(a,y)) es verdadera; luego, para todo elemento b de A se
tiene que «(a, b) es verdadera. Pero entonces, para todo elemento b de A se tiene que
dx € A (a(x, b)) es verdadera, y por lo tanto, Vy € A 3x € A (a(x, y)) es verdadera. [

Observacion

Notemos que algunas de estas verdades logicas son equivalencias en cambio otras
son consecuencias y la equivalencia falla.

Por ejemplo, la proposicién (Vi) del Teorema 1.1, (((a« — B) A a) — ) es l6gicamente
verdadera, pero no es cierta la equivalencia légica

(e = B) Na) < p),

como puede verse al hacer su tabla de verdad:

a | Bl (a=p)| (a=p)Aa)| (o= P)Aa) < [)
vivi v % %
VIF| F F v
Flv| Vv F F
FIF| Vv F %

: Tabla de verdad de la proposicion ((« — ) A a) « B.
También la proposicién (V1) del Teorema|1.2:
(Vx € A(a(x)) VVx € A(B(x))) = Vx € A (a(x) Vv 5(x)),
es légicamente verdadera pero no se cumple la equivalencia:

(Vx € A(a(x)) VVXx € A(B(x)) < Vx e A (a(x)V B(X)).

Para verificar que esta equivalencia falla, consideremos A = N, a(x) : “x es par’ y
B(x) : “x es impar”.

Entonces Vx € A(a(x) Vv 5(x)) es verdadera porque si a € N, se tiene que
(a(a) v 5(a)) es verdadera pues a es par o impar. Pero Vx € Aa(x) y Vx € AB(x) son
falsas pues no todo numero natural es par ni todo nimero natural es impar y por lo tanto
su disyuncién es falsa.
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Aplicaciones IENEY]

Si en nuestro trabajo matematico queremos establecer una propiedad que no es evi-
dente, debemos dar un argumento acerca de su verdad, basado en todas las propiedades
obtenidas previamente. Este argumento se llama demostracion. Una demostracion es
una cadena de implicaciones y en cada paso de ella se obtiene una nueva verdad, ya
sea porque es una verdad légica o porque es equivalente a otra anterior o porque es
consecuencia de verdades obtenidas anteriormente.

Si en nuestro trabajo matematico queremos introducir nuevos objetos, debemos dar
una explicacion de éstos en términos de los objetos ya conocidos. Esta explicacién se
llama definicidn. Las definiciones son igualdades entre nombres de objetos o equivalen-
cias entre predicados y pueden ser usados como tales en las demostraciones.

Desarrollaremos a continuacion tres aplicaciones de la l6gica al razonamiento mate-
matico que pueden ser muy Utiles para el desarrollo de los capitulos siguientes.

Negacion de una proposicion dada 1.4.1

Para interpretar mas facilmente el simbolo de negacidn es conveniente que éste apa-
rezca siempre ante proposiciones simples. Para ver ésta conveniencia, consideremos la
proposicién que afirma que la operacion x es conmutativa en el conjunto A:

Vx e AVy e A(xxy =y xX).
Esta se interpreta por:

“dado dos objetos cualesquiera ay b de A se tiene que axb=b=x a’.
Su negacién, que afirma que la operacion x no es conmutativa en A es:
- (Vx e AVy € A(X*xy =Yy xX)),
que se interpreta por:
“no es cierto que, dados dos objetos cualesquiera ay b de A se tiene que ax b= b x a’,
la cual es equivalente a:
“existen objetos ay b de A tales que no cumplen con axb=b=x a’

y por lo tanto a
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“existen objetos ay bde Atalesque ax b # b« a”. )

Por otro lado en virtud de la equivalencia (1) del Teorema 1.2;
= (Vx € A(a(x))) < Ix € A(= a(x)).
Se tiene que
—(Vx e AVy e A(Xxy =y * X))
=IxecA-(VyeAxxy=yxX))
=IxcAJyecA-(Xxxy=y*X)
=IxcAdy e AXxxy #yx*Xx).

La interpretacion de ésta Ultima proposicion es precisamente la anteriormente obtenida
en (*).

Dada una proposicidn, siempre es posible encontrar otra equivalente, tal que el sim-
bolo de negacién aparezca so6lo ante proposiciones simples. Esta se obtiene aplicando
las siguientes equivalencias del Teorema 1.1:

(XXV T & Q.

(XxXv1). = (@ ApB) < (maVv-p).

(Xxvi

).
)-

(xXxvil). = (a Vv p) < (maA-p).
). ~(a—=p) & (an=p).
).

(XXIX). = (@ & B) &« ((aAN—=6)V(6BA—aq).
(XXX). = (Vx € A(a(x))) < Ix € A(— a(x)).
(XXX1). = (Ix € A(a(x))) < Vx € A (= a(x)).

Por ejemplo, la proposicion:
Ix e A= (a(x) = (B(x)V~y(x))

=3 eA(X)A-(B(x) Vv (X))
= 3IxeAla(X) A (=B (X) A=y (X))
y esta Ultima satisface las condiciones descritas anteriormente.

Negar una proposicion dada es encontrar una proposicion equivalente a su negacion
que contenga el simbolo de negacién sélo ante proposiciones simples. Por ejemplo, para
negar la proposicién:

Vx e N(x #0 — dy(x -y =1)),
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aplicamos las equivalencias del teorema a
- (VxeN(x#0— Jy(x-y=1))),
obteniendo:

IXeN-(x£0—-dyeNx-y=1))
=IxeNXx#0 AN -JyeNkx-y=1))
= 3IxeNX#£0 A VyeN(x-y#£1)),

la ultima de las cuales satisface las condiciones requeridas.

Demostraciones por contradiccion 1.4.2

Supongamos que queremos demostrar la proposicién a. En lugar de demostrarla di-
rectamente, demostraremos la siguiente proposicion que es equivalente a « en virtud del
Teorema |1.1(XXX):

(ma—=(BA-D)),

cuyo consecuente es una contradiccion.

Si la proposicién es verdadera, como el consecuente es falso, podemos concluir que
el antecedente debe ser falso y por lo tanto o debe ser verdadera. Esto constituye el
método de demostraciones por contradiccion

Por ejemplo, para demostrar que el sistema:

X + y — 2 =0
2x + 2y — 5 0

no tiene solucién, supongamos que la tiene y sean x = ay y = b nidmeros que
satisfacen ambas ecuaciones. Entonces:

5
a+b=2y2a+2b=>5, de donde a+b=2ya+b=§.
Por lo tanto se tieneque a+ b=2y a+ b # 2.

Hemos demostrado que si el sistema tiene solucidén entonces (a+b=2 N a+b#2)y
ésto, como es una contradiccion, equivale tal como vimos anteriormente a que el sistema
no tenga solucién.

Demostraciones por contraposicion 143

Para demostrar la proposicion o — 3, demostraremos la siguiente proposicién que es
equivalente a ésta en virtud del Teorema 1.1(XXI):

(-6 ——a).
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Este procedimiento constituye el método de demostraciones por contraposicion. Por
ejemplo para demostrar:
Vx € R(x? es par — x es par),

es mas facil demostrar que:
Vx € R(x es impar — x2 es impar).

Efectivamente, si a € R y a es impar, entonces a = 2n + 1 para algun natural n o bien
a=1.Luego @& =4n?> +4n+1 o bien & = 1, es decir & = 2(2n° + 2n) + 1 o bien & =1,
luego & es impar.
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Problemas Resueltos n

Problema 1.1

Luego de un crimen, se comprueban los siguientes hechos:

El asesino de Don Juan es su hijo Pedro o su sobrino Diego.

Si Pedro asesin6 a su padre entonces el arma esta escondida en la casa.
Si Diego dice la verdad entonces el arma no esta escondida en la casa.

Si Diego miente entonces a la hora del crimen, él se encontraba en la casa.
5. Diego no estaba en la casa a la hora del crimen.

> n -

¢, Quién es el asesino?

Solucion

Usaremos los siguientes simbolos:

p : El asesino de don Juan es su hijo Pedfro.

q : El asesino de don Juan es su sobrino Diego.

r : El arma esta escondida en la casa.

s : Diego dice la verdad .

: Diego estaba en la casa a la hora del crimen.

Entonces tenemos las siguientes proposiciones verdaderas:

~

(1) (pV q),
(@) (p— 1),
(3) (s = =),
(4) (-s = 1),
(5) —t.

Luego:

Como por (5), -t es verdadera, podemos concluir que t es falsa y por (4) = s
también es falsa, de donde s es verdadera. Por(3), obtenemos que — r es también
verdadera y por lo tanto r es falsa. Entonces por (2) p debe ser falsa. Y por (1), q
es verdadera.

Podemos concluir que el asesino de don Juan es su sobrino Diego.
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Problema 1.2

Consideremos el nuevo simbolo | e interpretemos la proposicion (p | g) por “nip
niq”. Es decir, (p | q) es verdadera si y sélo si p y g son ambas falsas. Demostrar
las siguientes equivalencias légicas:

1.-p = (plp)
2. (pvq) = ((P+g)i(plqg).
3. (pAQ) = (PP 1 (glq).

Solucion

Basta hacer las correspondientes tablas de verdad y verificar que los valores de
verdad de las proposiciones de ambos lados de la equivalencia sean los mismos.

—p | (PLP)
Llv|F| F
4
Aqui coinciden los valores de verdad de la segunda y tercera columnas.
plqgi|va |(Plq) | ((plg)l(plaq)
Vi Vv 4 F v
21V |F % F V
FlV 4 F 4
F|F F 4 F
Aqui coinciden los valores de verdad de la tercera y quinta columnas.
plag|erg)|(pip) (glq|({plp)l(qlq)
Vi Vv 4 F F 4
S|VI|F| F F v F
Flv| F % F F
F|F F v v F

Aqui coinciden los valores de verdad de la tercera y sexta columnas.



Problema 1.3 I

Encontrar un conjunto Ay predicados p(x), q(x) y r(x) que satisfagan las proposi-
ciones:

vx € A(p(x) — q(x)) 'y 3Ix € A(q(x) A r(x)).

En primer lugar construiremos el diagrama de Venn de este par de proposiciones,
que consiste de un esquema general de todos aquellos conjuntos A y predicados
p(x), q(x) y r(x), que satisfacen dichas proposiciones.

Como primer paso representamos A como el universo y los predicados p(x), q(x) y
r(x), como los subconjuntos P, Q y R de A respectivamente, obteniendo:
A

Figura 1.1: Diagrama de Venn para los conjuntos P, Qy R de A.

En segundo lugar modificamos este diagrama, eliminando regiones (achurando) o
distinguiendo objetos en alguna region, de modo que cada una de las proposiciones
se verifique en el diagrama. La primera proposicion afirma que todo objeto de A que
esta en P, esta también en Q. Eliminamos por lo tanto todas aquellas regiones que
estando dentro de P, pero que estan fuera de Q, reduciendo el tamarno de P y
moviéndolo para que quede dentro de Q:

A

Figura 1.2: Modificacion de la figura 1.1
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La segunda proposicion afirma que hay un objeto de A que esta en Q y en R. Ubi-
camos por lo tanto un objeto a en la interseccion de Q con R, y como no podemos

decidir si a esta dentro o fuera de P lo ubicamos en la frontera:
A

: Objeto a que pertenece a Ry Q.

Este dltimo diagrama constituye el diagrama de Venn de las proposiciones dadas.

En tercer lugar construimos un conjunto A y predicados p(x), q(x) y r(x) que se
ajusten al diagrama y que por lo tanto satisfacen las proposiciones dadas.

El mas simple es:

//

A={a} ; p(x):"x=a

13

; q(x) *x=4d" ; r(x):“x=4a"

Problema 1.4
Decidir si la proposicion:
a *Hay numeros naturales pares que son racionales”

es 0 no consecuencia légica de las proposiciones:
B:*Todo numero natural par es positivo”.
~:*Hay numeros naturales positivos que son racionales”.

En el lenguaje Aristotélico este problema consiste en decidir si el silogismo siguien-
te es 0 no es valido:

“Todo numero natural par es positivo”

“Hay numeros naturales positivos que son racionales”.

“Hay numeros naturales pares que son racionales”
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Solucion

Consideremos los siguientes predicados:
p(x): “x es par”.

q(x): “x es positivo’.

r(x): “x es racional’.

Sea N el conjunto de los numeros naturales.
Entonces podemos expresar en simbolos:

a : 3x € N(p(x) A r(x)),

B ¥x e N(p(x) = q(x)) y

~v @ Ix € N(q(x) A r(x)).

El problema consiste por lo tanto en determinar si la proposicion:
((vx € N(p(x) = q(x)) A Ix € N(q(x) A r(x))) — Ix € N(p(x) A r(x))).

es légicamente verdadera. Para esto hay que probar que para todo x € N,si p(x), q(x)y r(x)
verifican las premisas, también verifican la conclusion. Esto puede hacerse usando
diagramas de Venn y el problema se reduce a verificar que en el diagrama de Venn

de las premisas se satisface la conclusion.

En virtud del problema anterior este diagrama es:

: Diagrama de Venn para la proposicién “Hay numeros naturales pares que
son racionales”.

y en él no se verifica necesariamente la conclusion puesto que el objeto a del dia-
grama puede estar dentro o fuera de P, por lo que se puede concluir que la pro-
posicion dada no es una verdad Iogica. Con lo anterior se concluye que o no es
consecuencia logica de 5 y .
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Problema 1.5

Encuentre una proposicién o que contenga las letras p, g y r y cuya tabla de verdad
sea la siguiente:

\
Q

mM M M M < < < <|©T
mMm M < < T T < < ||Q
mM < T < T < 7T <
< M < < < M Tmm ™M

Solucion

Mirando las lineas de la tabla de verdad en las cuales o es verdadera, podemos
interpretar o por:

“O bien p es verdadera, q falsa y r falsa ; o bien p es falsa, q verdadera y r verda-
dera; o bien p es falsa, q verdadera y r falsa; o bien p es falsa, q falsa y r falsa’.

Esto equivale a interpretar la siguiente proposicion:
(PA=gA=I) vV (pAGAT) NV (PAQA=T) NV (FPASGATT)).
Esta ultima puede ser reducida aplicando las siguientes equivalencias:
(=pAQAT) vV (mPAQAT)
=(=pAQ A (rv—r)

= (~pAQ).
Y también:
(PA=gA=1)V (-PA=QgA—T))

= ((pv=p)A(mgA—T)
= (—|Q/\—|I’).
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Obteniéndose finalmente la proposicion:

(=pPAQ)V(mgA=T),

que tiene la tabla de verdad pedida.

Problema 1.6

Determine si la frase:
“Yo estoy mintiendo”,

es 0 No una proposicion.
Solucion

Supongamos que lo es. Entonces es verdadera o falsa.
Si es verdadera, es cierto que esta mintiendo y por lo tanto es falsa.

Si es falsa, es falso que esta mintiendo y por lo tanto dice la verdad, esto es, ella es
verdadera.

Pero esto es una contradiccion, por lo que nuestra suposicion es falsa: esta frase
no es una proposicion.

Esta situacion se conoce como ‘La paradoja del mentiroso”, y constituye una de
las razones mas poderosas para desarrollar lenguajes formales y utilizarlos en lugar
del lenguaje natural.
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Ejercicios Propuestos

1. Exprese las siguientes proposiciones uti-
lizando los simbolos matematicos y 16gi-
cos usuales:

(@)

No es cierto que si el doble de cua-
tro es dieciséis entonces el cuadra-
do de cuatro es treinta y dos.

El cuadrado de menos tres es nueve
y €s mayor que siete.

Dos es positivo 0 menos dos es po-
sitivo; pero ninguno de los dos es
mayor que diez.

Existe un numero entero mayor que
dos.

Existe un nimero natural cuyo cua-
drado sumado con tres es uno.

Todo numero real cumple que él es
positivo 0 su inverso aditivo es posi-
tivo, excepto el cero.

El cuadrado de todo nimero real es
mayor que el triple del nimero.

La suma de dos numeros naturales
es mayor que cada uno de ellos.

Todo numero real es igual a si mis-
mo.

Existen numeros enteros pares y
nameros enteros impares.

Hay numeros reales que son negati-
vos y positivos a la vez.

El cero no es ni positivo ni negativo.

El cuadrado de un nimero real ne-
gativo es un numero real positivo.

El uno es neutro del producto en el
conjunto de los numeros reales.

Todo ndmero real distinto de cero
tiene un inverso multiplicativo real.

(0)

(w)

(a
(b
(c
d
e

(f

)
)
)
(d)
(e)
)

(9)
(h)

El producto de dos numeros enteros
negativos es negativo.

Todo numero real es positivo, nega-
tivo o cero.

Para todo nimero natural existe un
natural mayor.

Si un numero real es positivo, enton-
ces su inverso multiplicativo es posi-
tivo.

No siempre la resta de dos numeros
naturales es un numero natural.

No existe un numero real negativo
que sea mayor o igual que todo nu-
mero negativo.

El cuadrado de la suma de dos nu-
meros reales es el cuadrado del pri-
mero, mas el doble del producto del
primero por el segundo, mas el cua-
drado del segundo.

La raiz cuadrada positiva de un nu-
mero real positivo es aquel numero
real positivo cuyo cuadrado es el nu-
mero dado.

Dado cualquier numero real existe
otro numero real cuyo cuadrado es
el numero inicial.

2. Exprese en el lenguaje natural las si-
guientes proposiciones:

Vx € N(x > 3).

Vx € Ndy € N(x > y).

Vx € R(x >3 — x2 > 8).

Vx € R(x +0 = x).

Vx € R(x >0 — Jy € R(y? = x)).
Vx e NVy e Nx <y - 3dze R(x <
z<y)).

dx € N(x +3 =10).

dx e NVy e N(x < y).
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() VX EeRVYy e R(X+y >2XVX+Yy >
2y).

() VxeR(Xx#0—-3Jy eR(x-y=1)).

(k) Ix e R(x € NATJy € N(x +y =0)).

(I

(m

Vx eR(Xx>2—x+1>3).
- 3Ix eR(x >1AXx<8).
dx e R(x=2V x=23).
(2<0—VxeR(x<0)).

)
)
)
)
(n)
(R)
3. Dadas las proposiciones:

p: dos es par,
q: dos es impar,
r: tres es par,
s: tres es impar.

(a) Exprese en simbolos:
1) O bien dos es par o bien dos es
impar.
2) Si dos no es par entonces tres
es par y dos es impar.

3) No sélo dos no es par sino que
tampoco es impar.

4) El que tres sea par equivale a
gue no sea impatr.

(b) Exprese en el lenguaje natural:
1) (=p—Qq).
2) (r & —9).
3) (pAr) = (—gA—9).

4. Dados los siguientes predicados:

p(x) : xespar,

g(x) : xesimpar,

r(x) : Xxes mayor que cinco,
s(x) : xesmenorque diez.

(a) Exprese en simbolos:

1) Todo numero entero es mayor
que cinco.
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2) Existen numeros enteros pares
mayores que cinco.

3) Existen nimeros enteros entre
cinco y diez.
(b) Exprese en el lenguaje natural:
1) vx € N(p(x) v q(x)).
2) Vx € N(— r(x) — s(x)).
3) — 3x € N(s(x) A = r(x)).
5. Sea A un conjunto, a un objeto de Ay x
una operacion binaria en A.
Exprese en simbolos:
(a) * es una operacion conmutativa en
A
b) x es una operacién asociativa en A.
c
d

e) No todo elemento operado por x
consigo mismo resulta el mismo ele-
mento.

(
(c) aes neutro de = por la derecha.
ano es neutro de * por la izquierda.

)
)
(d)
(e)

(f) Hay dos elementos de A que no
conmutan por x.

6. Exprese los siguientes enunciados de
teoremas, usando simbolos:

(a) La suma de las medidas de los an-
gulos interiores de un triangulo es
180°.

(b) En un tridngulo rectangulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los cate-
tos.

(c) El cuadrado de un binomio es igual
al cuadrado del primer término mas
el doble del producto del primer tér-
mino por el segundo mas el cuadra-
do del segundo término.

7. A partir del predicado x + 5 = y, obten-
ga tres proposiciones diferentes antepo-
niendo cuantificadores e interprételas en
el lenguaje natural.
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8. Sean ay b numeros enteros y considere-

mos las siguientes proposiciones:

p : a>0o0,
qg : b<O,
r : a&>0,
s : bP>0.

Exprese las siguientes proposiciones en
el lenguaje natural y determine su valor
de verdad, sabiendo que p, g, ry s son
verdaderas:

(@) (pV-p) () (p—1)

(¢) (@ — s) (d) (s = —q)

@ pa=n O ErA-

(9) (rvs) (h) -

(i) (r = p) (i) (s —p)

(k) (r A p) () (sAp)

(i (r——=p) (m) (= sA=p)

(n) (@A) ) (=rA-gn—s)

9. Decida si cada una de las siguientes pro-

posiciones son verdaderas o falsas:

(@) (2<1 — 2esimpar).

(b) (2=3 — 2 es par).

() (2>0—=3>1).

d 2>0—=3<1).

(e) (2<1v2>0)— 2esimpar).
(f) <1 —(2esimparVv 3> 1)).
(@) (2<1A2>0)— 2esimpar).
(h) 2>1—(2esimpar A3 > 1)).

10. Sea A = {1,2,3}. Determine el valor de

verdad de las siguientes proposiciones:

(a) dx € A(x #0).
(b) Vx e A(x >1— x=2).

(c) 3x € A(x > 2 A x2#£3).

(d) vx € A(x <5).

(e) Vx € Ady € A(y > Xx).

(f) Ix e Avy € A(x < y).

(g Ixe Ady € A(x+y =23).

(h) vxe Ady e A(x+y € A).
)

() Ix € Alx +1 ¢ A).

11. Use contraejemplos para demostrar que

cada una de las siguientes proposiciones
son falsas:

(@) VX eR(x >5— x > 6).

(b) Vx € R(x >5A x <6).

(c) Vx € R(x #5).

d) VxeR VyeRXx<yVx=y).
(e)

e) VXeER VWWeRX<yYy «& x+12>
)

12. Determine el valor de verdad de las si-

guientes proposiciones:

(@) ¥V x € R(x? > x).
(b) Ix € R(2x = x).
(c) Vx € R(5x > 4x).
(d) 3Ix e R(x® — x > x).
(e) ¥x € R(x?

(f) Ix € R(x?

0).
0).

>
<

13. Si A = {1,2,3,4}, determine el valor de

verdad de las siguientes proposiciones:

a) VxeA((x+3<6).
b) Ix € A(2x%+ x = 15).
C) VxeAVyeA

(a)
(b)
(c)
d IxeAVycA
)
)

(x2 +y) es par).

2,

X es par).

(
(e) VyeAdxe A((x?
f) yxeAdyeA

es par).

~ o~ o~ o~

(
(x= +
(

y)
y)
x? + y) es impar).

14. Demuestre todas las verdades logicas de

los Teoremas|[1.1,/1.2/y[1.3
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Demuestre que las siguientes proposicio-
nes no son légicamente verdaderas.

@ (=(p—q) < (-=p— —q)).

(b) (=(pAQ) < (=pA—q)).

€ (=(p < q) < (=p < —q)).
Encuentre un conjunto A y predicados
p(x) y q(x), tales que la proposicién da-
da sea verdadera:

(a) vx € A(p(x) = — q(x)).

(b) Ix € A(= p(x) A = q(x)).
Encuentre un conjunto A y predicados
p(x) y q(x), tales que la proposicién da-
da sea falsa:

(@) vx € A(p(x) = — q(x)).

(b) Ix € A(p(x) A q(x)).

Encuentre un conjunto A y predicados

p(x), g(x) y r(x) tales que los siguientes
pares de proposiciones sean verdaderas:

(@) Vx € A(p(x) — = q(x)) y 3x €
Ap(x).
(b) Ix € A(= p(xX) A= q(x)) ¥y Vx €

A(q(x) = r(x)).

Demuestre que las siguientes proposicio-
nes no son légicamente verdaderas:

(@) (Vx € A(p — (q(x) V r(x))) — (Vx €
Alp — q(x)) vV Vx € A(p — r(x)))).

(b) (Bx € Aa(X) ANIx € AB(x)) — Ix €
A(alx) A B(x))).

() (=Vx € Aa(x) < Vx € A(—a(x))).
Demuestre que las siguientes proposicio-
nes son contradicciones:

(@ (pVaA(=pA-Q).

(b) ((p—q)A(pA—=Q)).

€ (p< g A(=pA=Q)).

21.

22.

23.

24.

25.

(d) ((Vvx € A= p(x) A Ix € A(p(x) A
= q(x))))-
Demuestre sin usar tablas de verdad las

siguientes equivalencias donde « es una
proposicion légicamente verdadera:

@ (pha) =
m>wvm_a

(€ (pA(@Nha))=(pAQ).
(d) (pV(gVa))=a.

e) ((bA(gVa)=p.
f) (pvigna) =(pV Q).

Demuestre sin usar tablas de verdad, que
las siguientes proposiciones son logica-
mente verdaderas:

@ ((p—q)Vv(g—p).

(b) (=pAp) < ~(=pVp)).

(€) ((pVv(=pAQq)) < (pVQ)).
Demuestre sin usar tablas de verdad, que

las siguientes proposiciones son contra-
dicciones:

(@—p).
(=p Vv p)).
(pV q)).
Simplifique las siguientes proposiciones,

es decir, obtenga proposiciones equiva-
lentes a las dadas pero de menor largo:

(@ —((p—q)V
(b) (=P APp) <>
(©) (=(=p—q) <

a
b

(@) (=(gVv~-r)Vvaq).
(b)
(c)
(d)
(e)

p A =(g A p)).
((bA(@A=P)V— Q).
(=(=p—q)V(pVQ)A—q).
=(=p — (P A =p)).

Exprese las siguientes proposiciones
usando solamente los conectivos — e A:

(
(
(
d) (
e

(@ (pVvaQq).
(b) ((pV Q) — p).
() = (pb— Q).
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(d) ((p < g)A(p < 1)

26. Niegue las siguientes proposiciones:

(@) (pV-p)

(b) (s ——q)

€ (=pv-—r)

d) (= re =)
() (-rA=gA-s)

27. Niegue las siguientes proposiciones:

(@) Ix € A(x #0).

(b) Vx e A(x > 1 — x=2).
(c) Ix € A(x > 2 A x2 #3).
(d) ¥vx € A(x <5).

(e) Vx € Ady € A(y > x).
(f) Ixe AVy e A(x < y).
(9) Ixe Ay e A(x+y=23).
(h) Vx e Ay e A(x+y € A).
(i)

28. Niegue las siguientes proposiciones:

Ix e Alx+1¢A).

(@ Vx e RV y e R(xy =
0Vvy=0)).

(Vx e R(x >2)Adx € R(x=1)).

0 < (x =

(b)
(c) v xe Ady e AVze Ap(x,y,2).
(d) Ix € Avy € Alp(x,y) < q(y)).

(e) Ixe A-p(x) VYV x € Aq(x).

) VxeNVyeN(x+y espar— (x
es par Ay es par)).

29. Demuestre que p es consecuencia logica
de las premisas indicadas en cada uno de
los siguientes casos:

(@ g, (=p— Q).
(b) (pVaQ), (@—r),
() (pbvagvr), (@q—r),

(bV =r).
=(QATr), —r.

30.

31.

32.

33.

Demuestre que p no es consecuencia l6-
gica de las premisas indicadas:

@ —-q, (=p— Q).
(b) (pVvQ), (@—=r1), (mqVr).
() (pbvagvr), (@—r), (p— Q).

Analice la validez de los siguientes argu-
mentos:

(a) Si hoy es Martes entonces manana
es Miércoles. Pero hoy no es Mar-
tes. Luego manana no es Miércoles.

(b) O bien hoy es Lunes o bien es Mar-
tes. Pero hoy no es Lunes. Luego
hoy es Martes.

Analice la validez de los siguientes argu-
mentos:

(a) Todo hombre es mortal. Hay anima-
les que son hombres. Luego, hay
animales que son mortales.

(b) Hay mujeres sabias. Hay profesoras
mujeres. Luego hay profesoras sa-
bias.

Hay tres hombres: Juan, José y Joaquin,
cada uno de los cuales tiene 2 profesio-
nes. Sus ocupaciones son las siguientes:
chofer, comerciante, masico, pintor, jardi-
nero y peluquero.

En base a la siguiente informacién, de-
termine el par de profesiones que corres-
ponde a cada hombre:

(a) El Chofer ofendi6é al musico riéndo-
se de su cabello largo.

(b) EI musico y el jardinero solian ir a
pescar con Juan.

(c) El pintor compr6 al comerciante un
litro de leche.

(d) El chofer cortejaba a la hermana del
pintor.

(e) José debia $ 1.000 al jardinero.
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(f) Joaquin venci6 a José y al pintor ju-
gando ajedrez.

34. Se tienen los siguientes datos acerca de

un crimen:

(a) La asesina de la sefora Laura fue
una de sus tres herederas: Maria,
Marta o Mercedes.

(b) Si fue Maria, el asesinato sucedié
antes de media noche.

(c) Si el asesinato fue después de las
doce, no puede haber sido Marta.

(d) El asesinato fue después de las do-
ce.

¢ Quién asesiné a la sefora Laura?

35. Considere el conectivo DOS (p, g, r) cuya

interpretacion esta dada por la siguiente
tabla:

~

DOS(p, q,r)

T T < << < ||
mon< < mmTn< <|Q
mnma< o< < <

F
\
\'%
F
Vv
F
F
F

36.

37.

35

Encuentre una proposicién equivalente a
DOS(p, q, r) que contenga los conectivos
usuales.

La disyuncion excluyente entre py q de-
notada por: (p V q) se interpreta por:

(pV q) esverdadera siy sélo si p es ver-
dadera o g es verdadera, pero ambas no
ambas.

(a) Construya una tabla de verdad para

(pV Q).

(b) Demuestre que (p vV q) = (PV Q) A
~(PNQ).

(c) Demuestre que pA(q VvV r) = ((p A
q) VY (pAT).

Encuentre una proposiciéon « que conten-
ga las letras p, gy r cuya tabla de verdad
sea:

\
Q

mTnmn T < << < ||T
mTn << T << |9
nm < Tm< <<
< < T M1 < < ™Mmm 7T




. Traduzca al lenguaje matematico la siguiente frase:

“Los numeros naturales tienen un menor elemento, pero no tienen un mayor ele-
mento.”

. Traduzca al lenguaje natural la siguiente proposicién:

VX eN(X#0—=3y(x=y+1))

. Niegue la siguiente proposicién:

VX e AX#¢p—dydz(y e xVx e z2)

. Determine si el siguiente argumento es valido:

Si no estudias este libro, entonces reprobaras el curso de célculo.

Si no estudias este libro, entonces no podras salir de vacaciones este verano.
Apruebas el curso de célculo o sales de vacaciones este verano.

Por lo tanto, estudiaste este libro.

. Demuestre que la siguiente proposicion no es verdadera:

Vx € Ady € Ap(x,y) — dy € Avx € Ap(x,y)

. Encuentre un conjunto Ay dos predicados p(x) y q(x), tales que la siguiente pro-
posicion sea verdadera:

3x € A(=p(x) Ay € A(=(ply) = () )
. Demuestre sin usar tablas de verdad la siguiente equivalencia:

(pvign (r—-n))=(pVa)



Los Numeros Reales

Sistemas Numeéricos

A través de la historia de la Matematica los niumeros han sido introducidos como un
instrumento para contar o mas precisamente para medir.

El sistema numérico mas simple es el de los nUmeros naturales: uno, dos, tres, cua-
tro, ..., etc; el cual sirve para contar objetos. En el conjunto de los nimeros naturales se
puede sumar y multiplicar; pero no se puede restar. Para poder introducir la operacion
de resta, es necesario agregar el cero y los negativos de los naturales obteniéndose asi
el conjunto de los numeros enteros, donde se puede sumar, multiplicar y restar; pero no
se puede dividir. Para poder dividir se agregan las fracciones de numeros enteros, que
constituyen el conjunto de los numeros racionales donde se pueden efectuar las cuatro
operaciones.

Los racionales sirven para contar objetos y partes de objetos, considerando cantida-
des tanto positivas como negativas. Desde un punto de vista geométrico, estos también
se pueden asociar a los puntos de una recta de la siguiente manera:

Consideremos una recta y un punto O en ella que llamaremos origen.

O

: Recta con origen O.

37
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Elijamos una de las semirectas determinadas por Oy llamémosla semirecta positiva
hacia la derecha y semirecta negativa hacia la izquierda.

@) +

: Semirecta positiva y semirecta negativa.
Y elijamos un trazo que llamaremos trazo unitario:

— v
: Trazo unitario.
Asociamos a cada numero racional x un punto Py de la recta de la siguiente manera
1. Al cero le asignamos el punto O.

0

@)

<

+Y

: Numero 0 en el origen.

2. Para asignar un punto de la recta al numero 1 copiamos el trazo unitario desde O
en direccidn positiva determinando el punto P;.

0 P;

<

>
U +
: Niomero 1 a una distancia unitaria del origen.

3. Para asignar un punto al numero n € N, copiamos el trazo unitario n veces desde
el origen en direccién positiva, obteniéndose el punto P,,.

0 Py P P,
< : : : : —
Y Y ..nveces Ut

: Posiciéon del nimero n.

4. Para asignar un punto de la recta al entero negativo —n, copiamos el trazo OP,
desde O en direccion negativa, determinando el punto P_,,.
P_, 0
-~

—n

o
+

ST

: Posicidn del nimero —n.
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_ . ..m
5. Para asignar un punto de la recta al racional positivo " (donde my nson naturales)
dividimos el trazo unitario en n trazos iguales y lo copiamos m veces desde O en
: . iy . m
direccion positiva, determinando el punto Pn, y lo denotamos en la recta por rs

0
- :

m
: - —
npuntos iguales

m
n
1
T

: Posicion del racional positivo m/n.

. : . m
6. Para asignar un punto de la recta al racional negativo - (donde my n son natura-

les) copiamos el trazo O_P% desde O en direccién negativa, determinando el punto

P_m.

m m

~n 0 n
D : —
— +

: Posicion del racional negativo —m/n.
Como ejemplo de esta asignacién tenemos:
1 1
-3 -172 0 2 1 3

< : e} : >
- +

: Ejemplo de asignaciones.

Observemos que cada ndmero racional x corresponde a la medida del trazo OP,
y entonces por esta construccion podemos concluir que los numeros racionales efec-
tivamente sirven para medir algunos trazos dirigidos en la recta numérica. Dado que
cualquier trazo dirigido puede ser copiado sobre la recta numérica, podemos pensar en
asociar medida a trazos arbitrarios, sin embargo, los nimeros racionales no nos bastan
para ello como veremos en el siguiente ejemplo:

La diagonal de un cuadrado de lado uno, no puede ser medida por un numero racional,
efectivamente supongamos que ésta tiene medida racional q,

:
: Cuadrado de lado unitario.

entonces por el Teorema de Pitagoras tenemos que: g% = 12 + 12, es decir g2 = 2.
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Veremos a continuacién que g no es un numero racional.

: . : ] m
Si g fuera un ndmero racional, entonces tendria la forma q = S donde my n son
enteros sin divisores comunes, entonces

2
2_m

_F=2,

q

Por lo tanto, m? = 2n? (x), de donde m? es un nimero par y por lo tanto m también es
un numero par. Sea entonces, m = 2p, donde p es un entero. Reemplazando el valor de
men (*), tenemos que 4p? = 2n? y por lo tanto n? = 2p?, es decir n? es un nimero par, de
donde se obtiene que n también lo es.

Hemos concluido que my n son numeros pares, luego ambos son divisibles por dos,
lo que contradice la eleccion de m y n. Con esto hemos demostrado por contradiccion
que la medida de la diagonal del cuadrado no es un numero racional.

Como éste, existe una infinidad de ejemplos de trazos que no pueden ser medidos
con numeros racionales, pero como estos trazos pueden ser copiados sobre la recta nu-
mérica determinando puntos de ella que no corresponden a niumeros racionales, nuestra
limitacién es equivalente a no tener nimeros para todos los puntos de la recta.

Al agregar numeros para todos los puntos de la recta se obtiene el conjunto de los
numeros reales. Los nimeros reales no solo sirven para medir todos los trazos dirigidos
sino también para medir todas las areas y volumenes.

Por ejemplo si r es un real y es la medida del trazo:

—

: Trazo de largo r.

también es el area del rectangulo de lados r y 1:
r

: Rectangulo de lados r y 1.

A=r-1=r. También lo es el volumen del paralelepipedo de lados r, 1 y 1:
1 r

1

0
-
.
.
.
R ITEITEY ]

: Volumen del paralelepipedo de arista r, 1y 1.
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La suma de dos reales esta asociada a la suma de trazos dirigidos:

~4
X

: Suma de dos reales.

El producto podemos asociarlo al &rea de un rectangulo:

: Producto de dos nimeros reales.
A=r-s.

El cero corresponde a la medida del trazo OOy el uno a la medida del trazo unitario.

La relacidn menor que entre numeros reales esta dado por el orden de los puntos
en la recta numérica en direccion de la semirecta positiva.

A una coleccién de nuimeros reales la lamamos conjunto de numeros reales.

Para formular las propiedades basicas de los numeros reales usamos los simbolos:
+, -, 0, 1, <, parala suma, el producto, el cero, el uno y la relaciéon “menor que", res-
pectivamente. R denota el conjunto de todos los nimeros reales y P(R) a la coleccion de
todos los subconjuntos de numeros reales y se llama el conjunto potencia de R.
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Operaciones Basicas en los Numeros Reales:
Suma y Producto

Las propiedades basicas de la suma y el producto constituyen los axiomas de cam-
po, los cuales son verdades evidentes, que no necesitan demostracién y que son la base
para demostrar todas las demas propiedades.

Axioma de Campo _

Axioma R es cerrado bajo la suma:

Vx e RVy e R(x+y € R).

Axioma ¥4 La suma de numeros reales es conmutativa:

VXER VyeR(x+y=y+X).

Axioma La suma de numeros reales es asociativa:

VXeER VY eR VZER(X+(V+2)=(Xx+Y)+2).

Axioma El cero es un numero real y es neutro de la suma de numeros
reales:
(0OeRAVX eR(x+0 =Xx)).

Axioma Todo numero real tiene un inverso aditivo real:

VxeR dJyeR(x+y=0).

Axioma R es cerrado bajo el producto:

VxeR Vy e R(x-y €R).

Axioma -4 El producto de numeros reales es conmutativo:

VXeER VyeR(X-y=y-Xx).
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Axioma s El producto de numeros reales es asociativo:

VxXeRVyeRVZeR(X-(y-2)=(x-Y)-2).
Axioma El uno es un numero real diferente de cero y es neutro del pro-
ducto de numeros reales:
(1eRATZ0AVYVXeR(x-1=Xx)).
Axioma Todo numero real diferente de cero tiene un inverso multiplica-

tivo real:
VX eR(Xx#0—>dyeR(x-y=1)).

Axioma El producto de numeros reales es distributivo sobre la suma de
numeros reales:
VX eRVYy eRVZER(X-(Yy+2)=X-y+X-2).
Para expresar axiomas o proposiciones podemos omitir el cuantificador Vx € R cuan-

do no se preste a confusiones. Asi, por ejemplo, la conmutatividad de la suma se puede
expresar simplemente por:

X+y=y+X.

Como ejemplo de propiedades que se pueden demostrar a partir de estos axiomas
tenemos el siguiente:

Teorema Al Las siguientes propiedades se cumplen en R:
(1) Cancelacion de la suma:
(xX+z=y+z—=x=Y).
(1) Cancelacion del producto:

(x-z=y-zNzZ#0) = x=Y).
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(1) El producto de un numero real por cero es cero:
x-0=0.
(Iv) No existen divisores de cero:
(x-y=0—=(x=0Vvy=0)).
(v) El neutro aditivo es unico:
(VyeR(x+y=y)— x=0).
(V1) El neutro multiplicativo es unico:
VyeR(x-y=y)—x=1).
(V1) El inverso aditivo es unico:
(x+y=0Ax+2z=0)—y=2).
(vin) Elinverso multiplicativo es unico:

(x-y=1Ax-z=1) =y =2).

Demostracion

Demostraremos Teorema 2.1 (1) dejando el resto al lector.

Sean x,y,z € R y supongamos que x + Z = y + z. Por Axioma 2.5, existe Z € R tal
quez+Z2' =0, entonces, (x+2)+2 = (y+2)+Z y por Axioma2.3, x+(z+2') = y+(z+2'),
pero como z+ 2z =0, tenemos que x + 0 =y + 0 y por Axioma2.4x =y. |

En base a estas propiedades y a los conceptos primitivos se pueden definir nuevos
conceptos:

I 1 AR Inverso aditivo

El inverso aditivo de un numero real es aquel numero real que sumado con él
da cero:

VXeRVyeR(—x=y < x+y=0).

Esta definicion es correcta dado que hemos establecido la unicidad del inverso
aditivo en Teorema|2.1 (V1l).
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Definicion 2.2 Walz15E!

VX eR Vy e R(x—y=x+(—V)).
Es decir, restar es sumar el inverso aditivo.

01l s R Inverso multiplicativo

1
VXGRV}/ER(X#O% (;:y x~y=1)).
Esta definicion es correcta por Teorema 2.1| (V111).

D) iTa el s WA Division

Vx € R VyeR<y#0—>;=x~<:/>>.

Es decir, dividir es multiplicar por el inverso multiplicativo.

il W& Cuadrado

Vx € R(x% = x- X).

En estas definiciones también se pueden omitir los cuantificadores cuando no se pres-
te a confusion. Por ejemplo la Definicion 2.3 puede expresarse simplemente por:

1
X#0— <}=y > x-y=1>.

Como ejemplos de propiedades de los nuevos conceptos que se pueden demostrar,
tenemos:

Teorema Sean x, y € R. Entonces:

(1) =(x+y) =(=x)+(=y).
M) (—=1) x = —x.
() (x*=0— x =0).
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(V) (x+y)2=x2+2x-y+y>

Demostracion

Demostraremos Teorema 2.2 (1) dejando el resto al lector. Sean x,y € R. Por Defini-
cion|2.3, basta probar que

(X+y)+((=x)+(=y)) =0.
X+y)+((—x) +(—=y)) = (x+(—x)) + (y + (—V¥)), por Axioma 2.2y 2.3
= 0+ 0, por Definicion 2.3.
=0, por Axioma |2.4.

[ |
Orden de los Numeros Reales m

Las siguientes son verdades evidentes que describen las propiedades béasicas de la
relacion menor que en los numeros reales. Toda otra propiedad del orden se puede
demostrar a partir de éstas.

Axioma de Orden _

Axioma El orden de los numeros reales es lineal:
VXeRVYyeR(x#y - (x<yVy<Xx)).
Axioma El orden de los numeros reales es asimétrico:

VX eRVy e R(x <y — =(y < X)).

Axioma El orden de los numeros reales es transitivo:
VX eRVy e RVZER(X<yAy<2z)—x<2).
Axioma El orden de los numeros reales se preserva al sumar un nume-

ro real:
VX ERVYy eRVZER(X<Yy > Xx+Z2<y+2).
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Axioma El orden de los numeros reales se preserva al multiplicar por
un numero real positivo:

VX ERVYy eRVZER(X<YyANO<Z)—=Xx-Z2<y-2).

Con estos axiomas se pueden definir los conceptos de mayor, mayor o igual, menor
o igual, positivo y negativo para numeros reales.

Definicion _
(el A Relaciones de Orden en R

Sean x,y € R, entonces:
() x>y < y<x),
( x es mayor que y ).

(N xzy & x>yvx=y)),
( x es mayor o igual que y ).

(m x<y < (x<yvx=y)),
( x es menor o igual que y ).

(Iv) (x es positivo <> x > 0).
(V) (x es negativo + x < 0).

Como ejemplos de propiedades que se puede demostrar a partir de los axiomas te-
nemos:

Teorema X¢ Sean x,y,z € R, entonces:

(1) = (x < Xx).

() ((x<y) & x=y).

() (x>0 < (—x) <D0).

(V) (x>0Ay>0)—=x+y>0).
(V) (X <yAz<u)—=X+Z<y+uU).
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V1) (x >y < x—y>0).
(vit) (x >0Ay >0)— x-y>D0).
(vii) 1 > 0.

(1X) <x>0—>)1—(>0).

(X) x2>0.

X)) (x<yNnz<Q)—=x-z>y-2).

(x1) ((x>0/\x<y)—>%>%>.

X+y
(X111) <x<y—>x<T<y>.

(XIv) x =1 <x<x+1.

Demostracion

Probaremos (1), (1), (1) y (1V) dejando el resto al lector:

(i) Sea x € R y supongamos x < x. Entonces por Axioma|2.12, — (x < x) lo cual es
una contradiccion. Luego — (x < x).

(i) Demostraremos en primer lugar que — (x < y) = x > V.
Supongamos — (x < y), entonces por Axioma 2.12 tenemos dos casos a considerar

e Six#y,setienequey < x
y por Definicion|1, x > y, luego x > y.

e Six =y, esinmediato que x > y.

Para el reciproco queremos demostrar que x > y — —(x < y).

Entonces supongamos que x > y entonces x = yVx > y. Si x =y, por ()
sabemos que —(x < y). Si x > y, por Definicion |Ttenemos que y < x y por
Axioma|2.15 —(x < y).

(iii) Para la implicacion de izquierda a derecha, supongamos que x > 0. Por Defini-
cion 1,0 < x y por (04), 0 + (—x) < x + (—x), de donde se obtiene que (—x) < 0.

Para la implicacion reciproca, supongamos (—x) < 0, por Axioma|2.15 tenemos que
(—x) + x < 0+ x, es decir, 0 < x y por Definicion|1 x > 0.
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viii) Supongamos que — (1 > 0). Por Definicion|2, — (0 < 1) y por la parte (11) de este
teorema, 0 > 1. Como 0 # 1 por Axioma 2.15 tenemos que 0 > 1, entonces por la
parte (V1) de este teorema, 0 — 1 > 0, es decir, —1 > 0.

Como 0 > 1y —1 > 0 aplicando (O5) se obtiene 0(—1) > 1(—1), luego 0 > —1. Por
lo tanto —1 >0A0 > —1, esdecir—1 <0A0 < —1, y por (03), —1 < —1 lo cual
contradice la parte (1) de este teorema.

Podemos concluir que la suposicion inicial es falsa, es decir que 1 > 0.

En base al orden de los numeros reales se puede definir el valor absoluto:

0] i1a 1ol s WM \/alor Absoluto

Para x € R, definimos:

—x si x<0.

X si x>0,
|| =

(x| es el valor absoluto de x).
Por gjemplo, |5|=5 y |-7|=—(-7)=T7.
Las principales propiedades del valor absoluto vienen dadas por:

Teorema P& Sean x, y € R, entonces:

(1) [x| = 0.

(1) |x| > x.

(1) (]x] =0 « x=0).

(V) (y>0—=(x[=y < (x=yVx=-y).
V) (y>0—= (x| <y < (-y <x<y))).
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V) (y>0—= (x| >y < (x>yVvx<-—y))).
Vi) (y>0—= (x| <y < (-y<x<y).
Vi) (y >0 = ([x[ >y < (x>yVx<—y)).
(x) |x -yl =|x| -]yl

X, _ x|
%) (y#0=1 1= )
(x1) | - x| = |x|.
(X1) —|x| < x < |x|.
(X)) |x +y[ < [x]+yl.
(Xv) x| =yl < [x = yI.

Demostracion

Demostraremos (1), (V), (XI1), (X111) y (X1V)) dejando el resto al lector.

(i) Sea x € R, entonces (x > 0V x < 0).
Six>0,|x=x>0ysix<0,|x|]=—x>0,
luego |x| > 0.

(v) Seay > 0 y x € R, entonces
X<y & (X>20AX<y)V(X<O0OA—=Xx<Y))
& (x>0AX<y)V(X<O0AX>—y)
< O0<x<yv-y<x<D0).
Demostraremos que
(0<x<yVv—y<x<0) < (—y<x<y)).
Para la implicacion de izquierda a derecha, suponemos
(0<x<y)V(-y<x<0).

e Si0 < x <y, como por hipétesis y > 0, entonces —y < 0, luego —y < 0 <
x <y, de donde se obtiene —y < x < y.

e Si—y<x<0,comoy >0, tenemos —y < x < 0 < y, de donde se obtiene
—y<x<y.
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(xii)

(xiii)

(xiv)

Para la implicacion de derecha a izquierda, supongamos —y < x < y.
Six >0, entonces0 < x < y.

Six <0, entonces —y < x < 0.

Como (x >0V x <0),tenemos (0 < x<y)V(-y<x<D0)).

Sea x € R, entonces (x > 0V x < 0).

Six > 0, entonces |x| = x y como —x < 0,

—|x|=—x <0< x=|x|, luego —|x| < x < |x|.

Six < 0, entonces |x| = —x y como —x > 0,
—|x|=——x=x <0< —x=|x|, luego —|x| < x < |x|.
En ambos casos hemos obtenido la conclusion deseada.

Como x < |x|yy < |y| tenemos x +y < |x| +|y|.

Por otro lado, x > —|x| yy > —|y| de donde x +y > —(|x| + |y|).

Tenemos entonces —(|x|+|y|) < x+y < (|x|+|y|) y como |x|+|y| > 0, por (ViI)obtenemos
(X +yl < [x|+1yl

Como x = x — y +y, tenemos que |x| = |[x — y +y| < |x — y| + |y| de donde
X| =yl < [x =yl

Ademas |y| = |y — x + x| < |y — x| + |x]| por (XI11).

Luego |y| — x| <[y — x|.

Por lo tanto |x| — |y| > —|y — x| = —|x — y| por (XI).

Luego —|x — y| < |x| — |y| < |x — y| y utilizando (V1)

se obtiene que ||x| — |y|| < |x — y|.
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Conjuntos de Numeros Reales m

Las siguientes son verdades evidentes que describen las propiedades basicas de los
conjuntos de numeros reales. En base a éstas se pueden definir los conjuntos numéricos
mas comunes y demostrar sus propiedades.

Axioma de conjuntos de numeros reales _

Axioma Dos conjuntos de numeros reales con los mismos elementos,
son iguales:

VxeR(x€eA < xeB)—A=8B.

Axioma Dada una propiedad, existe el conjunto de los numeros reales
que la satisfacen:

JAe P(R) Vx e R(x € A & a(x)).
Este conjunto es unico por Axioma 2.17 y se denota por

{xeR : ax)}.

A partir de los axiomas anteriores podemos definir los conjuntos de nimeros reales
mas conocidos:

021111, W R:D Conjunto vacio
p={xeR:x#x},

Il P &°A Conjunto de los reales positivos
R*={x e R:x > 0},

DLVl 1l Conjunto de los reales negativos
R ={xeR:x <0},



{a} ={xeR:x=a},

{a,b} ={xeR:(x=aVx=D>b)},

{a,b,c} ={xeR : (x=avx=bVx=c)},

[a,b]={x eR:a< x < b},

la,bl={x e R:a< x < b},

[a,b[={x e R:a< x < b},

la,bl={xeR:a< x < b},

] — o0, b[={x € R:x < b},

]—o0,bl={x € R:x < b},

la,oco[={x e R:a< x},

[a,0[={e R:a< x},

] — o0, oc[ se usa también para denotar el conjunto R.



También podemos definir las relaciones y operaciones basicas de conjuntos. SiAy B
son conjuntos de numeros reales entonces:

ACB & VxeR(xe A— xeB),

AUB={xcR:(xc AvxecB)},

ANB={xeR:(xc AAx € B)},

A-B={xcR:(xe ANx ¢ B)},

Ejemplo 2.1

R=R*U{0}UR".

Ejemplo 2.2

R —[a,b] =]—o0,a U ]b,oq|.

Ejemplo 2.3

[-2,1] n ]0,15] =]0, 1].

Ejemplo 2.4

[-2,0] € [-2,1] € ]—o00,1]
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Ejemplo 2.5

R —{2} =] — 00,2[ U ]2,0q].

Ejemplo 2.6

([1,3[ U ]4,6]) N 12,5[=]2,3[ U 14,5[.

Definimos provisoriamente el conjunto de los niumeros naturales por:

011l ¥4 Conjunto de los numeros naturales

N={xeR:x=1+1+---+1},

Esta definicion sera reemplazada en el capitulo 5 por otra que no contenga puntos
suspensivos y en base a la cual demostraremos las propiedades de los numeros natura-
les. Por ahora podemos decir que en N se puede sumar y multiplicar; pero no se puede
restar ni dividir. A partir de N se puede definir el conjunto de los nUmeros enteros:

D10 - ¥-yd Conjunto de los numeros enteros

Z={xeR:(xeNvx=0V(—x)eN)} ,

Las propiedades de los niumeros enteros se basan en las propiedades de los nume-
ros naturales. En todo caso, podemos decir que en Z se puede sumar, restar y multiplicar
pero no se puede dividir. A partir de los enteros pueden ser definidos los numeros racio-
nales:

LIl 20 Conjunto de los numeros racionales

@:{xeR:apeZ 3q€N(x=g>}
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Las propiedades de los numeros racionales dependen de las propiedades de los na-
turales y de los enteros. En todo caso, podemos decir que en Q se pueden efectuar las
cuatro operaciones.
2p
2q

son unicos; pero pueden ser elegidos primos relativos, es decir, sin factores comunes
diferentes de 1.

p

Podemos observar que si x = q también x = y que por lo tanto, py g no

También se pueden definir los conjuntos de enteros y racionales positivos y negativos:

DLVl LD Conjunto de Racionales Positivos

Q" = QN R*.

DN ITele 1) Conjunto de Racionales Negativos

Q =QNR-.

DEVIele P#F M Conjunto de Enteros Positivos
Z*=7ZNR*=N.

Il ¥4 Conjunto de Enteros Negativos
- =ZNR".

Completud de los Numeros Reales m

Hasta ahora tenemos como propiedades basicas de los nimeros reales los los axio-
mas de cuerpo ordenado.

Como hemos visto, los numeros racionales también satisfacen estos axiomas aunque
no constituyen todos los puntos de la recta numérica.

El axioma que garantiza que a todo punto de la recta le corresponde un nimero real,
se llama Axioma del supremo y en base a él se puede demostrar la existencia de las
raices cuadradas de los numeros reales positivos. Esta Ultima propiedad no es cierta en
Q pues como hemos visto, v2 ¢ Q.
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El axioma del supremo sera desarrollado en el capitulo 10 y por el momento adopta-
remos el siguiente axioma provisorio que nos permitira trabajar con raices:

Axioma -

Axioma Todo numero real positivo es un cuadrado:

Vx € R* 3ly € R*(y? = x).

Definimos la raiz cuadrada de un nimero mayor o igual que cero por:

NI WKL Raiz cuadrada de 0

V0 = 0.

DIl WA Raiz cuadrada positiva
VX ER*(VX=y < yeR Ay2=x).

(v/'x se llama raiz cuadrada positiva de x).

Del axioma provisorio |2.19 se obtiene que R # Q, lo que justifica la siguiente defini-
cion:

D iIlelle LD Conjunto de los numeros irracionales

N=R-Q.
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Ecuaciones e Inecuaciones m

Ecuaciones en una variable 2.6.1

Una ecuacion en la variable x es una igualdad entre dos expresiones que contienen
dicha variable.

Por ejemplo:

2
2x2—5=<x+%> y [x—-3]=vVx+1.

Diremos que a € R es solucion de una ecuacion si al reemplazar x por a en la
ecuacion, se obtiene una igualdad.

Por ejemplo 2 es solucién de la ecuacion
X2 —3x+1| =1
pues [22 —3-2+1| = 1.

Se llama conjunto solucion de una ecuacién al conjunto de todas las soluciones
de la ecuacion y se considera resuelta la ecuacidén cuando este conjunto se expresa por
extensién o como unién de intervalos disjuntos.

Ejemplo 2.7

Resolver la ecuacion
|2 —x|+|x—7|=5.

Solucion
Como |2 — x| = |x — 2| entonces la ecuacion es equivalente a:
X —2|+|x—7|=5.

Ademas |x—-2|=x-2 & x—-2>0 & x>2

y Xx—-2|=—-(x—-2) & x—-2<0 & x<2

También |x —7|=x—-7 < x—-7>0 < x>7
y X =7=—-(x—-7) & x—-7<0 < x<T7.
Por lo tanto podemos considerar los siguientes casos:
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(a) Six > 7, entonces, |x —2|+|x—7|=5 & x—2+x—-7=5 & x=7.

(b) Si2 < x <7, entonces,
X —2|+|x—=7|=5 < x—-2—-x+7=5 + 5=5.
(c) Si x < 2, entonces,
X =2|+|x—-7|=5 & —Xx+2—-x+7=5 & x=2.
Tenemos entonces que x es solucion de la ecuacion dada si y solo si
(x>7TAx=7)VR<Xx<T7TA5=5)V(X<2Ax=2) <«

x=7v2<x<7) <«

2<x<7.

Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacion planteada es el intervalo [2,7].

La ecuacion de primer grado 2.6.2

La ecuacion de la forma ax + b =0, con a,b,c € Ry a # 0 se llama ecuacion lineal
o de primer grado.

, b , s
Como a # 0,setieneque ax+b =0 < x = 7 de donde ésta ecuacidn tiene

. - b
siempre una unica solucién —5.

La ecuacién de segundo grado 2.6.3

La ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0, con a,b,¢c € Ry a # 0 se llama ecuacion
de segundo grado.

Consideremos la siguiente igualdad (método de completacién de cuadrados):

b B ()

y sea A\ = b? — 4ac.
SiA>0,
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atrbxrc = af(xe o) - (L2)]
(e gn5a) (4 ot o)
Six1=%Z y XZ=%,entonces

ax®+bx+c=a(x — x)(x — xz),

luego

(@x?+bx+c=0 < (x=X3 V X=X)).

b

Cuando A = 0,tenemos que x; = Xz = “og

Si A < 0, entonces “iz > 0, luego [(x + 2_3) — 4_a2} > 0.

Por lo tanto, si a > 0,

b A
2 _ N2 =
ax +bx+c_a<(x+23) 4aZ> >0,

b A
i 2 _ 2
ysia<0, ax +bx+c_a<(x+—2a) _432> < 0.

Luego en este caso, ax? + bx + ¢ # 0 para todo x € R.
Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Teorema Seana,b,cc R, A=b>—-4acya+#0.

(1) Si /A > 0, entonces las soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 son

b VB b VA

22t 2a Y * 22 2a
En este caso se tiene que ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(Xx — xo).

X1 =

(M) Si A < 0, entonces la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 no tiene soluciones reales.
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Inecuaciones en una variable 2.6.4

Una inecuacion en la variable x es una desigualdad entre dos expresiones que con-
tienen dicha variable. Por ejemplo:

VX241 >2, |x+5/+[x+2]>1, x2—3<%.

Diremos que a € R es solucion de una inecuacién si al reemplazar x por a en la inecua-
cién, resulta una desigualdad verdadera.

Asi, por ejemplo, 3 es solucion de vx2+1 > 2 porque v32 +1 > 2.

Resolver una inecuacion es encontrar todas sus soluciones reales. El conjunto de
todas las soluciones de una inecuacion se llama conjunto solucién de la inecuacion.
Al igual que en el caso de las ecuaciones, se considera resuelta una inecuacién cuando
este conjunto se expresa por extension o como unién de intervalos disjuntos.

Ejemplo 2.8

Resolver la inecuacion
2 —x|+|x—7| <10.

Solucion
Considerando los mismos casos que en el Ejemplo 2.7, tenemos:

(a) Six >7,entonces, |x —2|+|x -7/ <10 & x—-2+x—-7<10 «
2x <19 « x<19/2.
(b) Si2 < x < 7, entonces,

X =2|+|x—7 <10 & x—-2—-x+7<10 « 5<10.
(c) Si x < 2, entonces,
X —=2|+|x—=7|=5 & —x+2—-x+7<10 & —-2x<1 & x>-1/2.
Tenemos entonces que x es solucion de la inecuacion si y solo si
(x>7Ax<19/2) V(2 <x<7A5<10)V(x<2AXx>-1/2) <«

(7<x<19/2)v(2<x<7)V(-1/2<x<2) <+
—-1/2 <x<19/2.

Por lo tanto, el conjunto solucion de la inecuacion planteada es el intervalo [-1/2,19/2].



62 Capitulo 2. Los Numeros Reales

Inecuacion de primer grado 2.6.5

Una inecuacién de la forma ax + b > 0 con a,b € Ry a # 0, ( o reemplazando > por
>, < 0 <), se llama inecuacioén lineal o de primer grado.

Como a # 0,se tiene que ax+b > 0 + x > —b/ay por lo tanto el conjunto solucion de
ésta inecuacién es ] —b/a, oo[. Al reemplazar > por >, < o <, se obtienen las soluciones:
[-b/a,o0[,] — o0, —b/a[y ] — oo, —b/a] respectivamente.

Inecuacion de segundo grado 2.6.6

Una inecuacion de la forma ax? + bx + ¢ > 0con a,b,c € Ry a+# 0, ( o reemplazando
> por >, < 0 <), se llama inecuacion de segundo grado y el siguiente teorema resume
las posibles soluciones para ella.

Teorema X9 Seana,b,cc R, A=b?>—-4acya+#0.

(1) SiA >0y xy, x> son las soluciones de la ecuacion ax® + bx +c=0 y x; < X»
entonces:

a) Sia>0, ax?+bx+c>0 < (X>xVX<X).
b) Sia<0, ax?+bx+c>0 & X3 < X< Xo.

(1) Si A\ < 0, entonces:

a) Sia>0, Vx cR(ax?®+bx +x > 0).
b) Sia<0, Vx € R(ax?+ bx + ¢ < 0).

Demostracion

(i) a) como A\ > 0, por Teorema 2.5 (l), tenemos que:

ax® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — X2),
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luego

ax®>+bx+c>0 a(x — x1)(x — x2) > 0

(x—Xx1)>0A(X—X)>0)V((x—Xx1) <OA(Xx—x) <0)
(X>X1 AX>X) V(X< X1 AX<X2)
(

X > Xx2) V(X < Xxq).

rr e

En forma analoga se demuestra (i) b).

(i) Por Teorema 2.5 (1) tenemos que para A < 0:
sia>0, VYxcR(ax®+bx+c > 0)
ysia<0, Vx €R(ax?+ bx +c < 0).

Problemas Resueltos

Problema 2.1

><I"<

Demostrar que si x e y son reales positivos, entonces

‘<I><

Solucion

Tenemos que

X2 + 2
Xy
o XP+yP—2xy >0 & (x—y)2>0.

>2 & >2 < xX2+y?>2xy

‘<I><
><I"<

y esta ultima propiedad es verdadera por Teorema 2.3 (X).

Problema 2.2

Demostrar que si x es real positivo, entonces

1
Sy >x+

X =

1
X



.
Solucion
1 1 1 1
3
(x +—3)—(X+;) = (xX* - )+(ﬁ—;)
2
= x(x*-1)+ (1 3X )
— (x2 _ _
- (); 1)<X x3>
XT— 1,4
= —3 (x*—1)
(x2 —1)2(x2 +1)
Dado que, (x? —1)? > 0 por teorema [2.3.3 (x)] y
x2+1 >0 porque x> >0, y
x3 > 0 porque x > 0,
entonces:
(x2 —1)2(x2 +1) 5 1 1
> —) - —) >
< > 0, luego (x° + x3) (x + x) > 0, de donde
3 1 1
X+ 32X+
X X
Problema 2.3

Resolver la inecuacion: (x? + 3x — 4)(2x2 + 4) > 0.

Solucion

La ecuacion
R (2x2 + 4 > 0).

Entonces:

2x> +4 = 0 no tiene soluciones reales y 2 > 0 luego Vx €

(x®+3x—4)2x*+4)>0 <+ (x®+3x—-4)>0
< (x+4)(x—-1)>0
TN

(x>1vx<-—4).

Luego la solucion de la inecuacion dada es ] — oo, —4[ U 1, 00].



2.7. Problemas Resueltos 65

Problema 2.4

Resolver la inecuacién:
x* —56x + 95

x2 —7x+10 > 8

Solucion

En primer lugar notemos que esta expresion esta definida para x € R tal que x? —
7x +10 # 0 y cualquier solucion debera cumplir este requisito.

x> -7x+10=0 <« (x =2V x =5); es decir, cualquier solucion x debera ser tal

que x #2 \Nx #5.
Ademas,
x“—56x+95> o x“—56x+95_8>0
x2 —7x+10 x2 —7x+10
- x“—8x2+15>0
X2 —7x+10
(x? — 3)(x? — 5)
¢ 25
(x — V3)(x + V3)(x — VB)(x + /5)
PN > 0.
(x —2)(x —9)

Como el signo de esta expresion depende del signo de cada uno de los factores,
entonces estudiaremos los signos de eéstos ordenandolos de menor a mayor:

x—5 x—-+v5, x—-2, x—V3, x+V3, x+V5.

Si x > 5, entonces todos los factores son positivos y por lo tanto la expresion es
positiva. Luego x es solucion en este caso.

Si /5 < x < 5, el primer factor es negativo y el resto positivo , por lo tanto la
expresion es negativa. Luego x no es solucion en este caso.

Analogamente se obtiene que:

si2 < x <+/5, x essolucion,

siv/3 < x <2, xnoes solucion,
si—/3 < x <+/3, x es solucidn,
si—/5 < x < —/3, x no es solucién y
six < —/5, x es solucion.
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Ademés, six =3V x=—v3Vx=+v5Vx=—/5laexpresién es cero y entonces
X no es solucion.

Luego el conjunto solucion de la inecuacion es

]— 00, —VB[ U ]—+V3, V3[ U ]2, V5[ U 5, .

Podemos resumir el argumento anterior en la siguiente figura:

—oo | —V5 V3 V3 2 V5 5| o0

x—5 - - - - - -0+
x—V5]| - - - - -1 0 |+ +
X—-2 - - - -0+ + +
x—V3| - - -1 0 |+ + + +
X+3 - - 0 + + + + +
X++5 - 0 + + + + + +
E + 0 - 0 + 0 | - |*x]|+| 0 | -|x*x]|+

: Conjunto solucién del problema 2.4.

(x = V3)(x + V3)(x — V5)(x + Vb)

donde E = X 2)(x _5) y (*) denota que la expresion no esta
definida.
El conjunto solucion es la union de todos aquellos intervalos donde E es positivo,
es decir es
] — o0, —V5[ U 1—+v3, V3[ U 2, V5[ U 15, .
Problema 2.5

¢,Para qué valores de r € R se tiene que

Vx € R(X% +2x +r > 10)?

Solucion

xX2+2x+r>10 < x2+2x+(r—10)> 0.

Por Teorema 2.6 (I1) (l1a), esto se cumple si A < 0 y a > 0. En nuestro caso,
A=4—-4(r—10)<0ya=1>0, luego, la condicion pedida es:
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4—-4(r—-10) < O
< 4—-4r+40 < O
> —4r < —44
— r > 11,

Entonces, parar > 11 se tiene que Vx € R (x? + 2x + r > 0).

Problema 2.6

Resolver la inecuacion

|X+2’ <\/§

|x + 3]

Solucion

Como ambas expresiones son positivas, elevando al cuadrado obtenemos la si-
guiente inecuacion equivalente a la anterior:

2
% <2
Desarrollando, obtenemos
(x +2)2 < 2(x + 3)2
& XP+4x+4 < 2(x°+6x+9)
& XP+4x+4 < 2x°+12x+18
< X2+8x+14 > 0
& (x>—4+V2 Vv o x<—4-V2).

Por lo tanto el conjunto solucién es] — oo, —4 — /2] U[—4 + V2, o.
Problema 2.7

Resolver la inecuacion

2x —1 > v/ x2 — 3x.
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Solucion
Notemos en primer lugar que esta expresion esta definida si x? — 3x > 0 y como
x> -3x>0 & x(x—3)>0 < (x>3Vx<0), entonces cualquier solucién
debera cumplir la condicion: (x > 3V x < 0).
Ademas 2x—-1>0 « x>%.
. 1
Six > >
2x—1 > X2 — 3x

YRS (@2x —1)2 > x?-3x

—  4x?—4x+1 > x®>—-3x

YRS 3x2—x+1 > 0
ycomoA=1-4.3-1=-11<0y3 >0, tenemos que Vx € R(3x? — x +1 > 0).
Luego la solucion para este caso es

1
Si={xeR:x> §/\(x23\/x§0)} =]3, o[-
Six < % entonces 2x — 1 < 0 y por lo tanto 2x — 1 < v/x2 — 3x
es decir, x no es solucion.
La solucion de la inecuacion sera entonces S;.
Problema 2.8

. 4 2 .
Probar que si a > 0, entonces ax?+ bx+c¢ > % , Y que la igualdad se cumple

b
cuando x = ——.
2a
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Solucion
b\2 A
2 = —) - 1 2 >g(——) =

Como ax<+bx+c a[<x+ 23) 432} entonces sia > 0, ax<+bx+c > a( 4aZ>
4ac — b?

4a

b b \2
ypara Xx= “og (x + 5) =0 de donde
)
ax?+bx+c= M.
4a

. , 0 4ac — b?
Analogamente se puede demostrar que si a < 0, entonces ax< + bx + ¢ < 4z
y que la igualdad se cumple cuando x = —%.

Problema 2.9

Determinar las dimensiones del rectangulo de mayor area cuyo perimetro es 8.

Solucion

N[ 0o

Sean x e y las dimensiones del rectangulo,entonces x + y = — = 4 de donde
y=4—x.
El area del rectangulo esta dada por

X4 —Xx)=—x?+4x=—(X> —4x+4 —4) = —((x — 2)> — 4)

y este trinomio toma su mayor valor 4 cuando x = 2; es decir, cuando (x = 2\ y = 2).
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Ejercicios Propuestos m

b) (x-z=y-zANZz#0) = x=y. h) 1> 0.

1. Demuestre las siguientes propiedades de c) x>0 « (—x)<0.
los numeros reales usando los axiomas d) (x>0Ay>0) = x+y>0.
de campo y las propiedades ya demos-
. e) X<yANz<Uu)—X+z<y+u.

tradas:

fl x>y <& x—y>0.
a) X+z=y+z—=Xx=Yy. 9) (x>0Ay>0)— x->0.

)

c) x-y=0—(x=0Vvy=0).

)
)
)
d) VyeR(x+y=y)—>x=0.
)
)
)
)

) x>0
e) VweR(x-y=y)—x=1.
K) (x<yAnz<0)— (xz>yz).
f x+y=0AXx+z=0)—y=2z 1
9 (x-y=1Ax.-z=1)—=y=z I)(x>0/\x<y)—>;>?
h) x-0=0. II)x<y—><%<y.
2. Demuestre las siguientes propiedades de m x—1<x<x+1.
los nimeros reales usando los axiomas, n) x2+y2 > 2xy.
iedades d tradas y definiciones: B
propiedades demostradas y definici 0) (x> 0Ny >0) Xty > 205,
a) —(x+y)=(—x)+(—y). p) x>y >0Au>z>0)— xu>yz
b) —(—x) = x. qQ x>0Ay>0)—

(x<y & x2<y?).
Nx>0—-x+y>y.
S) X<0—-Xx+y<y.
) x>1— (x2>x).

(=y)=xy.
(X +¥)? = X + 2xy + y°.

X—y)x+y)=x%—y2

=y2 = (x=yVx=—y).

V) x <0 — (x2>0> x).
W) (x<y<z<u)—(x<u).

)
)
)
uy 0<x<1—(x?<x).
)
)
X)

x<y<x)—=x=y.

4. Demuestre las siguientes propiedades

3. Demuestre las siguientes propiedades de del valor absoluto de numeros reales,
los numeros reales usando las propieda- usando las propiedades de campo orde-
des de campo, los axiomas de orden y las nado y las definiciones:
definiciones.
) |x| > 0.
a) —(x < x). b) |x] > x.

b) -(x<y) & x>y. c) [x]=0 < x=0.
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d y>0=(xl=y «
(X=yVx=-—y)).
e) y>0-=(x|<y <«
(—y <x<y)).
fly>0=(x|>y «
x>yvx<-—y).

9) |x-yl=Ix]-1]yl.

x| _ I
h 0—=|—|=1—.
) v7 yl il
i) | — x| =|x|.

J
Kk

I
m

(X +y| < [x[+]yl.
xy>0—|x+y|=|x|+]yl
X[ =yl > |x = yl.

X[ =1yl © (x=yVx=-y).
n) [x?| =|x|? = x2.

)
)
)
)
)
)

5. Demuestre las siguientes propiedades de
los numeros reales positivos:

a b
— - > .
a)b+a_2
a b
b) (a<b/\c>d)—>6<a.

c) (@a>1Ab>1)—ab+1>a+b.

d @a@a>1Ab>1)—
2(ab+1) > (a+1)(b+1).

e) a +b% > a’b+ ab.
f) &b+ ab® < a* + b*.
9) Va+b<+ya+Vb.

(h) a;b > Vab.

6. Demuestre las siguientes propiedades de
los numeros reales positivos:

a) (ab+ cd)(ac + bd) > 4abcd.
b) (& + b? + ¢?) > (bc + ca + ab).
c) (b+c)(c+a)(a+b) > 8abc.
7. Efectie las siguientes operaciones de

conjuntos de numeros reales y grafique el
resultado.

71

a) (R—{2})—{3}.
b) {xeR:x>3vx<0}n
{xeR:—2<x<T7}.

c) {(xeR:x#1Ax#2} U{1}.
d) ({1}u]o,1[) N ]—% %[
e) ([—1,5] N R*)—(]—2,1[ N R*).

f) [-1,5[ U [-2,3[ U [-3,2][.

g9) {xeR:(x>1Ax>3)}U
{xeR: (x<0AX>-5)V
(x < -1}

8. Resuelva las siguientes ecuaciones en R.
a) [x2-5x+1]=2.
b) [x2+ 1] =|2x]|.
C) |[x+2/+]5—x|=0.
d) |x —2| = —(x%+1).

9. Resuelva las siguientes inecuaciones en
R.

a) x—|x|>2

b) [x+3|>2

c) [x—4|>x—-2.

d) [x+2] >3 —x|.

e) |[x—7| <5< |5x— 25|

10. Resuelva las siguientes inecuaciones
cuadraticas en R

(@ x*—-3x+2>0
(b) X2+§X>0
(c) 2x2 —8x+15<0

(d) X2 —4x<0

11. Resuelva los siguientes problemas:
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Encuentre las dimensiones que
puede tener una cancha, si no de-
be pasar de 88 metros de superficie
y su largo debe ser tres metros mas
que su ancho.

Encuentre el valor que pueden tener
dos multiplos consecutivos de siete,
si su producto debe ser mayor que
294.

Una editorial publica un total de no
mas de 100 titulos cada afo. Por lo
menos 20 de ellos no son de fic-
cién, pero la casa editorial siempre
publica por lo menos tanta ficcién
como no ficcion. Encuentre un sis-
tema de desigualdades que repre-
sente las cantidades posibles de li-
bros de ficcion y de no ficcion que
la editorial puede producir cada afio
de acuerdo con estas politicas. Gra-
figue el conjunto solucién.

Un hombre y su hija fabrican me-
sas y sillas sin acabado. Cada me-
sa requiere de 3 horas de aserra-
doy 1 hora de ensamble. Cada silla
requiere de 2 horas de aserrado y
2 horas de ensamble. Entre los dos
pueden trabajar aserrando hasta 12
horas y ensamblando 8 horas todos
los dias. Formule un sistema de de-
sigualdades que describa todas las
combinaciones posibles de mesas y
sillas que pueden fabricar cada dia.
Grafique el conjunto solucion.

Un fabricante de alimento para ga-
tos utiliza subproductos de pescado
y carne de res. El pescado contiene
12 gramos de proteina y 3 gramos
de grasa por cada 30 gramos.La
carne de res contiene 6 gramos de
proteina y 9 gramos de grasa por
cada 30 gramos. Cada lata de ali-
mento para gato debe contener por
lo menos 60 gramos de proteina y

12.

13.

14.

15.

16.

45 gramos de grasa. Plantee un sis-
tema de desigualdades que descri-
ba el nimero posible de gramos de
pescado y carne de res que se pue-
den usar en cada lata para cum-
plir con estas condiciones minimas.
Grafique el conjunto solucién.

Encuentre los valores de r € R tales que

Vx € R(rx® — r(r — 1)x + 2r < 0).

¢ Para qué valores de r € R, la ecuacién
(1 —r)x? + x + (1 — r) = 0 tiene sus solu-
ciones reales e iguales?.

¢ Para qué valores de r € R se tiene que:

Vx e R((r— 1)x2 +2(r —3)x +r > 3)?

Determine los valores de r € R de modo
que el nimero 3 esté, entre las raices de
la ecuacion

4x°2 —(r+1)x+2—r=0

Resuelva las siguientes inecuaciones en
R.

a) X2 —3x+2 <3
X2 +2Xx+6 '

2_5x+4
R e

X2 —6x+7
o) =z <C

X2 +1 - X
X2 —38x+2 x2-38x+2

e) x(x*—7x?+12) > 0.

1+ 6 > 6
X2+3x+2  x+2°

2x — 25 +2x+11 2
x2+2x—-3 x2-—1 X+3
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x* —49x + 96 P) VX —T+Vx—4<3.
N e Txe12

q) Vx2+51 —/(x—5)(x —7) > 4.
N vx—2) - /(x—6)<8.

) (X2 — x| +x>1.

L x+2 ) . o
) 3 x| < 1. 17. Determine cual de las siguientes expre-
siones es mayor:
X2 — x
K ezl <" (x3+1) 0o (X2 +x).
2 _oxi3l 1 18. De todos los triangulos de perimetro
1) x2—x+‘ > —. constante 2s, determine el de mayor
X —5Xx+6 5 area.
) vVXx+6—+vVx+1>y2x—5. 19. De todos los triangulos rectangulos de hi-
potenusa c¢, determine el de area maxi-
m) [3x+2| < |x+1|+[2x +1|. ma.
) 2x—1 > VX2 —3x + 2. 20. D.eterrlnlne Izos coeficientes a, b: ¢ € R del
trimonio ax= + bx + ¢ para que él se anule
0) 8x -3 < /(x—6)(x—9). en x = 8 y tenga un maximo igual a 12 en

X =6.



. A partir de los axiomas de cuerpo y de orden de los numeros reales, demuestre:

VX ERVYy e R(x < y < x° < )

. Sean a, b € R*, demuestre que:

2
vab > 1
ER’
. Resuelva:
4x +1 < /(1 —2x)(x +4)
. Resuelva:
’XZ —2x+3 - 1
X2 —5x+6 5
. Resuelva:

VIix—2l+x2—-1>]2x -1 -3

. ¢ Qué valores debe tomar k para que la(s) solucién(es) de la ecuacion
kx®* —2x+k =0

sea(n) numero(s) real(es)?

. Determine el valor de m € R para que la ecuacién x? —4x — m tenga una raiz que
sea el triple de la otra.



Relaciones y
Funciones

Para estudiar algunos conceptos muy usuales en Matematicas, tales como el de rela-
cion y el de funcién, es necesario introducir el concepto de par ordenado de dos objetos.
Denotamos por (x, y) al par ordenado de primer elemento x y segundo elemento y. Las
siguientes son las propiedades basicas de los pares ordenados y constituyen sus axio-
mas.

Dos pares ordenados son iguales si tanto sus primeros elemen-
tos como sus segundos elementos son iguales respectivamente:

(x,¥)=(z,u) < (x=zAy=u).

Notemos que no sdlo se pueden formar pares ordenados de numeros reales
sino también de conjuntos y de otros objetos pertenecientes a algun universo.

El producto cartesiano de dos conjuntos es un conjunto:

Si A y B son conjuntos, existe un conjunto C tal que:

zeC < Ixe Ady e B(z=(x,y)).
75
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Este conjunto es unico, se llama producto cartesiano de A y B y se denota por
A x B.

También se usa la notacion: Ax B = { (x,Y)

= . x € ANy € B } para este
producto.

Ejemplo 3.1
SiA={2,4,6} y B={83,4}, entonces
Ax B={(2,3),(2,4),(4,3),(4,4),(6,3),(6,4)}.

Las propiedades basicas del producto cartesiano son las siguientes:

Teorema SiA,B y C son conjuntos, entonces:

(1) AxB=BxA + (A=BVA=¢VB=¢).

M) AxB=¢ < (A=¢VB=9).

(n) Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax C).

(V) (AUB) x C=(Ax C)U(Bx C).

(V) Ax (BN C)=(Ax B)n(Ax C).

(Vi) (AnB) x C=(Ax C)n (B x C).
— (A x C).
— (B x C).

(Vi) Ax (B—C)=(Ax B)
(Vi) (A—B) x C=(Ax C)

Demostracion

Demostraremos sdlo (11) y (I11) dejando el resto al lector.

(i) Supongamos que A x B # ¢ y seaz € A x B. Por Axioma3.13x €¢ Ady € B(z =

(x,¥))- Luego, A# o NB # ¢. Porlotanto Ax B# ¢ — (A# ¢ NB # ¢), que es
equivalente por el contrapositivo a:

(A=6VB=¢) > Ax B=¢.
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Supongamos ahora que A # ¢ N B # ¢. Entonces existen x € A e y € B, de donde
z=(x,y) € Ax Byporlotanto A x B # ¢.
Luego (A# ¢ N B+# ¢) — Ax B¢, lo cual es equivalente a

AxB=¢p—>(A=9¢pV B=29).
(iii) Basta probar que
(X, ) e Ax(BUC) «< (x,y) € (Ax B)U (A x C)).

(x,y) e Ax (BUC) xeAny e (BUOQ))

xXeAN(yeBvye())

(x,y) e AxB)V (x,y) € Ax Q)

<

<

— (xeAAnyeB)vixeAny e Q)
<

& (x%,y) e (AxB)U(A X C)).

Nocion intuitiva 3.2.1

Consideremos el predicado x < y en los nimeros reales. Este establece una rela-
cidén entre pares de numeros reales: 1 < 2, 2 < 5, 8 < 11, .-, etc. Podemos identificar
la relacién ser menor que en R con el conjunto de todos aquellos pares de numeros
reales que la satisfacen, esto es,

{x,y) eRxR:x <y}

En este caso diremos que los pares (1,2), (2,5), (8,11),--- etc., son objetos de la
relacion ser menor que. Esto se puede hacer en general como veremos en la siguiente
definicién:



S es una relacién binaria si y sdlo si existen conjuntos A y B tales que S C
Ax B.

En este caso también se dice que S es una relacionde AenB. SiS C Ax A se
dice que S es una relacion en A. Se usa también la notacion xSy para (x, y) € S.

Ejemplo 3.2

Si ={(1,-3),(-2,5),(v2,—V/3)} es una relacion binaria pues S; C R x R.

Ejemplo 3.3

También S, = { (x,y) e RxR : x+y =1} es una relacién binaria y en este caso
(1,0) € S; pues1+0=1, encambio (1,1) ¢ S, pues1+1 #1.

Los conceptos de imagen y pre-imagen estan dados por:

Sean A, B conjuntos y S C A x B relacion. Si (x,y) € S decimos que y es ima-
gen de x por S y que x es preimagen de y por S.

Ejemplo 3.4

Asi, por ejemplo, dada la relacion:
S={(1,-3),(-2,5),(V2,—V3)},

1,—2 y /2 son preimdgenes de —3,5 y —+/3 respectivamente y reciprocamente,
—3,5 y —/3 son imagenes de 1,—2 y /2 respectivamente.



Ejemplo 3.5

En la relacion S en R definida por
S ={(0,1)(0,2)(1,1)(1,2)(2,2)}

solamente 0, 1,2 son primeros elementos o preimagenes y 1,2 son segundos elementos
0 imagenes.

Esto nos lleva a definir dominio y recorrido de una relacién. Sean A, B conjuntos y
S C A x B. Se define:

DoM S={xe A:3y € B((x,y) € S)},.

REC S={ye B:3xe A((x,y) € S)}.

En el ejemplo anterior tenemos que Dom S={0,1,2} y REC S={1,2}.

Ejemplo 3.6

Consideremos la relacion real (en R) definida por:

S={x,y) ERxR:x>2Ax+y=1},
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en ella se tiene que:

DoM S = {xeR:IycRXx>2Ax+y=1)}
= {xeR:x>2A3dyeRy=1-x)}
= {xeR:x>2}
= ]2, oq[.

REC S = {yeR:axeR(x>2Ax+y=1)}
= {yeR:IxeR(x>2Ax=1-y)}
= {yeR:1-y>2}

= ]—o0,—1[.

Grafico de Relaciones Reales

A cada par ordenado de numeros reales se le puede asociar un punto del plano
de la siguiente manera: Sean ¢ y ¢, dos rectas perpendiculares y sea O su punto de
interseccion:

I A

@) h

: Grafico de las rectas ¢4 y 4».

Sea (x,y) € R x Ry sean Py, P, los puntos asignados a x y a y en ¢y y (> respectiva-
mente:

b A

P,

; >
@) P, h

: Grafico de Py, P,, los puntos asignados a x y a y.




Sea P(x, y) el punto del plano tal que OP,P(x, y)P, es un rectangulo:

b A

P(x,
Y R . (x,y)

|

l

} >
@) Py I

Figura 3.3: Grafico del rectangulo OPP(x, y)P,.

Este punto estd univocamente determinado por (x, y).

Sea S C R x R una relacion. Se llama grafico de S al conjunto de todos los
puntos del plano asignados a los pares ordenados de S.

Ejemplos sencillos de gréaficos son los siguientes:

Ejemplo 3.7

SO = { (111)5(1:2)5(2;1)1(252)}

b A
Pl _’P_‘I_, _),P(Z, 2)
| |
| |
A BRGARIGC
' [
! ! >
o PP h

Figura 3.4: Grafico de Sp.



Ejemplo 3.8
S1 =N x N.
A A
lo
T ([ [ [ [ J [ J
[ [ [ [ J [ J
([ [ [ [ ] o =
([ [ [ [ J [ J
>
a I
Figura 3.5: Gréfico de S;.
Ejemplo 3.9

S:={(x,y) eRxR:x >y}

Figura 3.6: Grafico de S..
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Ejemplo 3.10

83
Ss={(x,y) eRxR:|x|<1A|y|>1}.
oA
S B
1 1
1 ]
1 1
1 ]
1 1
-------- +"T'+"""""""
1 1
1 1
= E >
1 1
-------- +--j1-+--------------
1 1
1 1
1 1
: Grafico de S;.
Ecuacion e inecuacion de primer grado 3.3.1

Sabemos de la geometria analitica que toda ecuacidn de primer grado en las variables
X e y representa una linea recta y que las inecuaciones correspondientes representan a
los semiplanos determinados por dicha recta. Por ejemplo la ecuacién 5x + 3y — 1 =0
representa una recta y para trazarla basta con determinar dos puntos de ella. Haciendo
x = 0 se obtiene y = 1/3, lo que significa que P(0,1/3) es un punto de la recta. De la
misma manera se obtiene que P(1/5,0) también es un punto de la recta, con lo cual

podemos trazarla:

(o
>

-

: Grafico de la ecuacion 5x + 3y — 1 =0.
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La inecuacién 5x + 3y — 1 < 0 representa a uno de los semiplanos determinados por
la recta anterior. Como el origen se encuentra en el semiplano inferior determinado por
la recta y satisface la inecuacion, se puede concluir que el semiplano buscado es el de la
siguiente figura:

: Grafico de la inecuacion 5x + 3y — 1 < 0.

En nuestro lenguaje esto significa que si a,b,c € Ry (a # 0 v b # 0), entonces la
relacion S definida por:
S={(x,y) : ax+by+c=0},

tiene como grafico una linea recta.
Ademas, las relaciones definidas por:

Si={(x,y) : ax+by+c > 0},

y por
So={(x,y) : ax+by+c <0},

tienen como graficos, los semiplanos superior e inferior, respectivamente,determinados
por la recta anterior.

Ejemplo 3.11
Graficar la relacion

S={(x,y) eRxR:2x—-1=yAy—-5<1}.

En primer lugar, notemos que 2x — 1 = y es la ecuacion de una recta que pasa por los
puntos P;(0,—1) y Ps(3, 0):



3.3. Gréfico de Relaciones Reales

4

: Grafico de la ecuacién 2x — 1 = y.

La inecuacion y — 5 < 1 es equivalente a y < 6, cuyo grafico es:

>,

: Grafico de la inecuacion y — 5 < 1.

El grafico pedido es la porcion de recta que esta contenida en el grafico anterior:

o
\

:Graficode S={(x,y) eRxR:2x—1=yAy—-5<1}.
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Concepto de Funcion y Propiedades Basicas m

Consideremos la operacion el cuadrado de ..., la cual hace corresponder a cada
nimero r, su cuadrado r?. Esta operacion, esta determinada por los pares ordenados
(x,¥) € R x R tales que y = x? y por lo tanto se puede definir como la siguiente relacion:

{(x,y) ERxR:y=x%.

Notemos que la unica diferencia con una relacién cualquiera es que en este caso, para
cada x € R existe una Unica imagen y € R. Esto puede definirse en general:

Definicion 3.6 Walllglellel]

F es una funcién si y solo si F es una relacion y vx € Dom F 3l y €
REC F((x,y) € F).

I 1 INd Funcion de A en B

Si A y B son conjuntos entonces F es funcion de A en B si y sélo si F es una
funcion tal que Dom F = Ay REC F C B.

Se usa la notacion F : A — B cuando F es funcién de A en B. La Unica imagen de x
por F se denota por y = F(x). Graficamente, podemos darnos cuenta que una relacion
es una funcién, cuando vemos que toda recta vertical, intersecta el grafico en a lo mas,
un punto.

Ejemplos

Ejemplo 3.12

F={(x,y) eRxR:x=y?}
No es funcion porque

(1,L1)e FA(1,—1) e Fy1#—1



Ejemplo 3.13

F={(x,y) eERxR : y=x2}.
Es funcion de R en R.

AquiDOM F =R y REC F = R* U {0}.

Ejemplo 3.14

Sea A conjunto, entonces la relacion 1D definida por
IDa={(x,y) e AxA :x=y}

es funcion con dominio y recorrido iguales a A.

Muchas veces es necesario aplicar una operacion unaria al resultado de otra. Esta
necesidad da origen al concepto de composicion de funciones, que definimos a conti-
nuacion.

Sean F y G funciones, entonces la funcion G compuesta con F se define por

GoF={(x,y)e DOMF x RECG:y = G(F(x))}.

Es decir, para x € DOM F con F(x) € Dom G se tiene G o F(x) = G(F(x)).
Vemos entonces que:

DoM(Go F)={x € DOMF : F(x) € Dom G}.
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Ejemplos

Ejemplo 3.15

Sea
F={1,-1),(2,0),(3,0} y G={(—1,20),(0,20)}.

Aqui tenemos que:

DomF ={1,2,3}, RECF ={-1,0}, DomG={-1,0}.

Luego Dom (Go F) = {1,2,3} y por tanto:
GoF(1)=G(F(1)) = G(-1) = 20.

Go F(2) = G(F(2)) = G(0) = 20.

GoF(3) = G(F(3)) = G(0) = 20.

De ello se deduce que:
Go F ={(1,20),(2,20),(3,20)}.

Ejemplo 3.16

Sean F y G funciones reales definidas por:

DOM(Go F) = {xcDoM F:F(x) € Dom G}
= {xcR:x*+£0}
- R—{0}.

Go F(x) = G(F(x)) = G(x*) = —.

Tambien podemos calcular F o G(x) :

DOM (F o G) {x € DoM G: G(x) € Dom F}
{xeR—{O}:%eR}

R — {0}.



F o G(x) = F(G(x) = F(%) - %

En este caso resulté que ambas composiciones dieron la misma funcion. Esta situacion

es poco comun, en la mayoria de los casos, la composicion de funciones no es conmu-
tativa.

Ejemplo 3.17

Sean F y G funciones reales definidas por:

F(x)=%, G(x)=x+1.
DoM(GoF) = {xec DOMF : F(x) € Dom G}
= {xeR—{O}:%eR}
= R-{0}.
Ademas tenemos que:
1 1 1+x
Go F(x) = G(F(x)) = G(;) = 4l=—

Estudiaremos ahora aquellas funciones que determinan una correspondencia uno a
uno entre los elementos del dominio y los del recorrido, esto es, no solo cada elemento
del dominio tiene una unica imagen sino que también cada elemento del recorrido tiene
una unica preimagen, lo cual inmediatamente sugiere para este tipo de funciones, la
posibilidad de definir una funcién inversa.



90 Capitulo 3. Relacionesy Funciones

Consideremos por ejemplo la funcion real definida por f(x) = x2. Hay elementos
diferentes del dominio de f, tales como 1 y —1, que tienen la misma imagen, o sea
f(1) = f(—1) = 1. En cambio, para la funcion real definida por g(x) = 2x + 1, tenemos
que si a y b son elementos diferentes del dominio de g, entonces g(a) # g(b) pues
2a+1 # 2b+ 1. En este ultimo caso diremos que la funcién es inyectiva o uno a uno,
como veremos en la siguiente definicion:

Definicion 3.9 RaVlel[e R0 =le 07!

Sea f funcion. f es inyectiva o uno a uno, si y solo si

Vx € DOM f Vy € DOMf(x #y — f(x) # f(y)).

Vemos que esta definicién es equivalente a que f es inyectiva si y solo si

Vx € DOMf Vy e DomMf(f(x)=1f(y) = x=y).

Graficamente, podemos ver que una funcidn es inyectiva, cuando toda recta horizon-
tal, intersecta el grafico en a lo mas un punto.

Ejemplo 3.18

Sea f funcion real definida por f(x) = ))((T Es claro que DoM f =R — {2}.

x+1 y+1
V- _y_z,dedonde

(x+1)(y—2)=(y+1)(x—2)esdecir, xy —2x+y—2=yx—2y+x— 2, luego, 3y = 3x

Sean x,y € R— {2} y supongamos que f(x) = f(y), entonces

X+ 1 . .
oseax =y, yporlo tanto f(x) = 5 es inyectiva.

NI R Relacion Inversa

Sea f funcion real, la relacién inversa f~' de f se define por:

f~1={(y,x) € RECf x DOMf : f(x) = y}



Notemos que si los elementos del dominio de una funcion tienen imagenes diferentes
entonces cada elemento del recorrido tiene una Unica preimagen (o imagen por la inversa
de la funcion ) y entonces la inversa es una funcién. Pasamos a formalizar este resultado:

Sea f funcion. Entonces f es inyectiva si y sélo si f~! es funcion.

» Supongamos que f es inyectiva.
Sea f~'={(y,x) e RECf x DOMf: f(x) = y}.

Sean (y,x) € f~"A(y,x') € £~ entonces, f(x) = y A f(x') = y; es decir, f(x) = f(x)
como f es inyectiva, x = x'.

<

Por lo tanto f~' es funcidn.

= Supongamos ahora que f~' es funcién.
Sean x, x' tales que f(x) = f(X') = y;

entonces (y, x) € f~' A(y,x') € f~1; y como f~' es funcién, x = x'. Por lo tanto, f es
inyectiva.




Ejemplo 3.19

X+ 1

xX—2

Hemos demostrado, en el Ejemplo|3.18, que f es inyectiva, ademas Dom f =R — {2} y
REC f=R —{1}.

Entonces para y € R — {2},

Sea f funcion real definida por f(x) =

) =x « fx)=y
o X+1
x—2 7
< x+1=y(x-2)
< x(1-y)=—-1-2y
o x= 2y + 1 ;
y—1
luego, f~' es la funcién real con dominio R — {1}, recorrido R — {2} y definida por
F(y) = 2y + 1

Cuando el recorrido de una funcién de A en B es B decimos que la funcion es sobre
B. Si agregamos este concepto al anterior obtenemos el de biyeccion:

Sean A y B conjuntos. f es biyeccion de A sobre B si y sélo si f es funcion
inyectiva de Aen B y REC f = B.

Ejemplo 3.20

Sea f : R — R definido por f(x) = 2x.
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a) f es uno a uno:
Sea f(x) = f(y), entonces 2x = 2y y por lo tanto x = y.
b) f es sobre R:
Y Y

Seay € R, entonces x = > eR yf(x)= 2(5) =y, de donde y € REC f.

De a) y b) se obtiene que f es biyeccion de R sobre R.

Ejemplo 3.21

Sea f : N — N definida por: f(x) = 3x.

a) f es uno a uno:
Sea f(x) = f(y). Entonces 3x = 3y y por lo tanto x = y.
b) f no es sobre N:

2 ¢ REC f pues si2 = f(x) para algun x € N, entonces 2 = 3x de donde x = i ¢ N.

De a) y b) se concluye que f no es biyeccion de N sobre N.

Teorema REE¢ Si f es funcién inyectiva, entonces f~' también es funcion inyec-

Demostracion

Si f es inyectiva, entonces sabemos por Teorema 3.2 que f~' es funcion. Veamos
que también es inyectiva:

F1x) = (y) <= f(f7' () = {(F(y) &= x = y.

Teorema Si f es biyeccion de A sobre B entonces f~' es biyeccién de B
sobre A.
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Demostracion

Supongamos que f es biyeccion de A sobre B. Entonces por Teorema 3.3 sabemos que
f~1 es funcién inyectiva. También sabemos que Dom (f~') = REC (f) = B. Veamos enton-
ces que f~!' es sobre A. Seay ¢ A= 3x € B(f(x) = y) por que f es sobre B. Luego
dx € B(x = f~'(y)) lo que nos dice que REC (f~') = A. Esto demuestra el teorema. [ |

También se puede demostrar que la composicidn de biyecciones es biyeccién:

Teorema Si f es biyeccion de A sobre B y g es biyeccion de B sobre C,
entonces gof es biyeccion de A sobre C.

Demostracion

Dowm (gof) {x € DoM f: f(x) € Dom g}
{x e A:f(x) € B}

A.

Ademas si z € C, como g es sobre, existe y € B tal que z = g(y); como f también es
sobre, existe x € A tal que y = f(x), de donde z = g o f(x),; es decir, z € REC(g o f).

Tenemos entonces que REC (go f) = C. Para ver que g o f e€s uno a uno, supongamos
que para x y X' se tiene:
gof(x)=gof(x);
entonces
g(f(x)) = g(f(x"))
y como g es uno a uno, resulta f(x) = f(x') y como f también es uno a uno, se concluye
que x =x'. [
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Problema 3.1

Dadas las funciones reales f y g definidas por:
x2—-1 si x>0

f(xX)=9 2x—1 si x<0

x2—1 si x> —1
9(x) =
2x—1 si x<-—1.

Demostrar que f es biyeccion sobre R, pero g no lo es y determinar go f~'.
Solucion

» Vleamos primero que f es biyeccion sobre R.
Para demostrar que f es inyectiva, dado que esta definida por tramos debemos
considerar varios casos:
i) Seanx,y e R, x££y Ax >0Ay > 0, entonces
x2 < y? ypor lo tanto f(x) = x> —1 £ y2 —1 = f(y).
i) Seanx,y e R,x#y Ax <0Ay <0, entonces
2x #2y yporlo tanto f(x) =2x — 1 #2y — 1 = f(y).
iii) Seanx,y € R, x <0 Ay > 0, entonces
flx)=2x —1< -1
f(y)=y>—1>-1,
luego también en este caso se tiene que f(x) # f(y).
Por lo tanto de (i), (i) y (iii) concluimos que f es inyectiva.

» Ademas f es sobre R, pues si y € R, entonces
y<—-1vy>-1.
Buscamos x € R tal que f(x) = y.

1
a Siy < -1, seax = y; . Tenemos que x < 0 y por lo tanto f(x) =

(CORICURE

b) Siy >—1,seax=+/y+1. Tenemos que x > 0 y por lo tanto

)= f(Vy+1)=(Vy+1)2—-1=y.

De (a) y (b) concluimos que f es sobre R.
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» [ a funcion g no es una biyeccion pues no es inyectiva, dado que por ejemplo

si tomamos x; = —1 y xo = 3 entonces

o= (- ) 124 1= 3= ) 1=

. La funcion g tampoco es sobre R (no es dificil ver que si por ejemplo y = —2
entonces - 3x € R(g(x) = -2).)

Dado que f es biyeccion sobre R, sabemos que existe f~1 : R — R.

Para determinar la funcion inversa de f, como sabemos que y = f(x) <«
f~'(y) = x, aprovecharemos el trabajo realizado al demostrar que f es funcion
sobre R y obtenemos que:

77 sioy< -1

Vy+1 si y>-—1.
y y

Luego, solo nos resta calcular g o f~1;

(F1'x)2 -1 si f1(x)> -1
gof~'(x) = g(f(x)) =
2(f1(x) =1 si F(x)<—1.

Dado que el valor de f~'(x) depende de si x < —1 0 x > —1, analizaremos
ambos casos por separado:

e Six > —1 entonces f~'(x) =+vx+1 >0 ypor lo tanto f~'(x) > —1, luego
gof~'(x) = (Vx+1)?—1=x.

X+ X+ 1

e Six < —1 entonces f~'(x) > -1 & 5 > -1 & x> -3.

Luego

2(“1)—1 si x< -3

gof'(x) =

Tenemos finalmente,
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gof'(x) =

Graficos de las Funciones Reales
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si x<-3Vvx>-1

X+ 1
2

2
) -1 si -3<x<-1.

(

Las funciones reales son también relaciones reales, y se grafican como tales. Ejem-
plos sencillos de graficos de funciones son los siguientes:

Ejemplos

Ejemplo 3.22

Graficar la funcion F definida por:

F(x) =—-2x+5,

Solucion

X € R.

Considerada F como relacion tenemos que, F = {(x,y) e RxR :y =-2x+5} yla
ecuacion y = —2x + 5, representa una recta que pasa por los puntos P(0,5) y P(5/2,0)
como se muestra en la figura siguiente:

A

2

: Grafico de F(x) = —2x + 5,

o

x € R.
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Ejemplo 3.23

Graficar la funcion
F(x)=2x+6x —1.

Solucion

Comenzaremos utilizando el método de completacion de cuadrados, con lo que:

2x2 4 6x — 1 =2(x+g>2—%,

luego
3\2 11 11 3\2
y=F(x) & y=2<x+§> — 5 (y+?)=2(x+§)
> . - 3 11 . >
que es la ecuacion de una parabola con vértice P( 5 —?) e interseccion

. - 11 -3 — V11 . o
coneleje X en P<3+T\/_ O) y P(ST 0) y que vemos en la figura siguiente:

11

2

: Gréfico de F(x) = 2x2 + 6x — 1.
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Ejemplo 3.24
Graficar f(x) = |x|.

Solucion

Es claro que si x > 0, f(x) = x cuyo graficoeslarectay = x y si

x <0, f(x)=—x cuyo gréfico es la recta y = —x, como se ve en la figura siguiente:
ko
A

: Grafico de f(x) = |x|.

Ejemplo 3.25

Graficar la funcion:

vi—x2 , x>0
f(x) =
X2
s
g x<0

Solucion

Para x > 0 tenemos que

y=f(x) <+ y=+v1-—x?

& y>0 A yPexP=1
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y como x? + y? = 1 representa una circunferencia, hemos obtenido el cuadrante donde
ella se ubica, quees: x > 0Ny > 0.

Para x < 0 tenemos que

2
y=1fx) <+ y= 1—%
X2
& y>0A y2+§=1

2
X , , ,
y como 9 + y? = 1 representa una elipse, se obtiene el cuadrante donde ella se ubica,
que es x <0 Ay >0, como se ve en la figuras siguientes:

A A
1-\ /— 1
(a) Grafico de f(x) para x > 0. (b) Gréfico de f(x) para x < 0.

: Grafico de f(x)en cada region.

El grafico de f(x) es el de la figura siguiente:

: Grafico de f(x).
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Estudio de una Funcion Real m

A través de su grafico, se conoce totalmente una funcidén; pero como no siempre
se puede partir por éste, es necesario desarrollar algunos conceptos que nos permitan
hacer un estudio algebraico de una funcién, para terminar con un bosquejo de su gréfico.
Los siguientes conceptos determinan la ubicacion del grafico de una funcién, respecto
de los ejes:

NI 1 EAPA Raiz de una funcion

Sea f funcion real. x es raiz o cero de f si y s6lo si x € DoM f y f(x) = 0.

011 IR Funcion positiva o negativa

SeaAC Dowm f, fespositivaen AsiysolosiVx € A(f(x) > 0) y f es nega-
tivaen A siy sdlo siVx € A(f(x) < 0).

Notemos que el punto de interseccion del grafico de una funcién con el eje Y es el
punto P(0, f(0)) y los puntos de interseccidén del mismo con el eje X son los puntos P(x, 0),
donde x es raiz de la funcién.

A continuacién veremos algunos ejemplos:

Ejemplos

Ejemplo 3.26

Sea f(x) = v/1 — x?. Entonces Dom f =[-1,1], Rec f =1[0,1] y f(0) = 1 con lo cual
P(0, 1) es el punto de interseccion del grafico de f con el eje Y.

Por otro lado:

fxX) =0 <& V1—-x2=0 < x*=1 & x=1Vx=—1que son las raices de f,
entonces P(1,0) y P(—1,0) son los puntos de interseccion del eje X con el grafico de f.

Para determinar los intervalos en los que f es positiva, tenemos:

f(x) >0 <« +/1—x2?> 0. Esto es cierto, por la definicion de raiz cuadrada, para todo
x € DoM f, excepto cuando x? = 1. Entonces f es positiva en el intervalo] — 1,1[, y por
lo tanto nunca es negativa, como se ve en la figura siguiente:
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: Gréfico de f(x) = v1 — x°.
Ejemplo 3.27

Sea f(x) = -3x+1.
En este caso se tiene que DoOMm f =R = REC f.

Vemos que f(0) = 1, con lo que P(0, 1) es el punto de interseccion del grafico con el eje
Y.

Ademas:

f(x)=0 < —38x+1=0 « x=% ,

1 : > - :
0 sea 3 esraizde f y P(1/3,0) es el punto de interseccion del grafico con el gje X.

Por oftro lado,

fx)y>0 & —-3x+1>0 « x<%.

1 . . 1 . 1
yfx) <0 < x> 5; es decir, f es positiva en] — o, 5[ y negativa en ]5, ool.

El grafico de f es la recta de la figura siguiente:
b
A

%\ > |/

: Gréfico de f(x) = —3x + 1.
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Los siguientes conceptos determinan las simetrias del gréfico respecto de los ejes:

Definicion 3.14 aViglellelgNex1g

Sea f funcion real. f es par si y s6lo si
V x € DoMm f(—x € Dom f A f(—x) = f(x)).
Definicion 3.15 [alVglellelsNlsi]ex:1g
f es impar si y sélo si

Y x € DOM f(—x € DOM f A f(—x) = —f(x)).

Si f es pary P(x, y) esta en el grafico entonces P(—x, y) también lo esta con lo cual el
gréfico de f sera simétrico respecto al eje Y como puede verse en la siguiente figura:

A
Pexy) L P(x,y)
— —
\l

: Simetria de funciones pares.

Por otro lado, si f es impar y P(x, y) esta en el grafico entonces P(—x, —y) también lo
esta, con lo cual el gréafico de f presenta la siguiente simetria:

b
A
7 P(x,y)
- = e > |
N
P(-x,-y) ¥

: Simetria de funciones impares.
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Para que f sea par e impar a la vez, tendria que cumplirse f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x)
para todo x € DoMf, luego f(x) = 0 para todo x € DOM f, es decir, la Unica funcion par
e impar simultaneamente es f(x) = 0 y se conoce como funcioén cero.

Un ejemplo de funcién par es la parabola definida por f(x) = x> — 1, dado que:

f(—x) = (—=x)2 =1 =x2 -1 = f(x).

Un ejemplo de funcién impar es la recta definida por f(x) = gx, pues

Se observa que si f es impary 0 € DoM f entonces f(0) = 0, es decir, el grafico de f
pasa por el origen.

Hay funciones que no tienen ninguna de estas dos propiedades, por ejemplo, f(x) =
2x +1 enla que vemos que f(1) =3y f(—1) = —1; es decir, f(—1) # ££(1).

Sobre el crecimiento de una funcion definimos:

LI AL Funcion estrictamente creciente

Sea f funcion real e | un intervalo abierto tal que | C DOM f. f es estrictamente
creciente en / si y solo si

Vx e IVy € [(x <y — f(x) < f(y)).

LI 1AM Funcion estrictamente decreciente

f es estrictamente decreciente en / si y s6lo si

Vx e IVy € I(x <y — f(x) > f(y)).
Observaciones

n Sif es estrictamente creciente o decreciente en su dominio, entonces f
es uno a uno; pues, si x # y entonces (x < y V x > y), con lo que se
tendra, en cualquiera de estos casos, ya sea f(x) < f(y) 6 f(x) > f(y); es
decir, f(x) # f(y).
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= Si f es estrictamente creciente, entonces f~' también lo es, en efecto,
supongamos que x < y y que f~'(x) > f~'(y). Como f es estrictamente
creciente resulta f(f~'(x)) > f(f~'(y)); es decir, x > y lo cual es falso.
Andlogamente si f es estrictamente decreciente también f~' lo es.

» Sj una funcion f es par y estrictamente creciente en R* entonces es es-
trictamente decreciente en R~, efectivamente:

Seanx,y e R™:

X<y & —X>-y
<+ f(—x) > f(—y) (f es estrictamente creciente en R*)
< f(x) > f(y), (fes par)

m Si f es funcion impar y es estrictamente creciente en R*, entonces es
estrictamente creciente en R™.

Este tipo de traspaso de propiedades para funciones pares e impares se pue-
de generalizar a cualquier subconjunto de R*.

Ejemplos

Ejemplo 3.28

Sea f(x) =2x — 5, asi:
f(x)<fly) < 2x—-5<2y-5

& X<y,

por lo tanto, f es estrictamente creciente en R.

Ejemplo 3.29

Sea f(x) = x2 — 1, asi:

fx)<fly) < x2—1<y?—1
& xX2—y?<0
< (xX=y)x+y) <O0. (%)

Para x,y € R*, como x + y > 0, de (x) se obtiene:

fx)y<fly) < x—-y<0
< oXx<y.

105
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Como f(—x) = (—x)?—1 = x2—1 = f(x), tenemos que f es funcién par y por la observacion
anterior, tenemos que es estrictamente decreciente en R~ .

En resumen, f es estrictamente creciente en R* y estrictamente decreciente en R~.

Ejemplo 3.30

Seaf(x)=x+ 1
X

Debido a que f es funcion impar, bastara estudiarla en R*.

y
1
< X—-y+——-—<0
Y y
1
© (X—Y)(1—E)<0 (+)

como xy > 0, podemos distinguir dos casos:
a)x,y > 1, porlo que xy > 1.
En este caso 1 — il >0,
Xy
y por (x):
fix)y<fly) < x—-y<0

< X<y,

Esto es, f es estrictamente creciente en |1, oc[ y por ser f impar, también lo es en
] — OGO, _1 [
b)xy <1.
En este caso 1 — * <0,
Xy
y por (x):
fix)y<fly) < x—-y>0

< X>y.

Entonces f es estrictamente decreciente en 10,1[ y por lo tanto también lo es en
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Ejemplo 3.31

Sea

1, si x>0
f(x) =

-1, si x<0.

Entonces si x,y > 0 y x < y se tiene que f(x) = 1 = f(y) y tambien si x,y < 0, f(x) =
—1 = f(y).
Por otro lado si x < 0 y y > 0 entonces

fx) = —1 < 1=£(y)
con esto vemos que para todo x, y € R se tiene que

(%) x <y — f(x) <f(y).

Podemos notar que f no es estrictamente creciente, pero cumple la condicion mas débil
(x), lo que motiva la siguiente definicion:

Il A A Funcion creciente

Sea f funcion real y sea | intervalo abierto tal que | C DoM f. f es creciente en
| si y solo si

Vx el Vyellx <y— f(x) <fy)).

LTI A KA Funcion decreciente

f es decreciente en / si y solo si

Vx el Vyellx<y— f(x)>f(y)).

También se usa el nombre de funcidn no decreciente para creciente y el de funcién
no creciente para decreciente. Una funcién se dice monodtona en / si es creciente o
decreciente en /.

Observemos que las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez.
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Ejemplo 3.32

(

x| , xe[-1,1]

1, x¢[-1,1].

\

Tenemos entonces que f(x) = f(y) para todo x,y en] — oo, —1[ 0 en[1, .

Ademas, para x,y € [-1,0[,f(x) = —x y f(y) = —y con lo cual x < y — f(x) > f(y), ¥
para x, y €]0,1[ se tiene: f(x) = x y f(y) = y, por lo tanto, x < y — f(x) < f(y).

En resumen, f es estrictamente creciente en 10, 1[ y estrictamente decreciente en]—1, 0|,
creciente y decreciente en] — oo, —1[ y en |1, oo[ respectivamente.

De aqui resulta que f es creciente en R* y decreciente en R~.

Pasamos a introducir el concepto de funcion acotada:

()l I W1d Cota superior de una funcion

Sean f funcion real y a € R. Decimos que a es cota superior de f si y solo si
vx € DoM f(f(x) < a)

LI ¥4l Cota inferior de una funcion

Sean f funcién real y a € R. Decimos que a cota inferior de f si y sélo si

vx € DoM f(f(x) > a).

Ejemplo 3.33
La funcién f(x) = x2 — 1 tiene como cota inferior a y = —1 y no tiene cotas superiores.

La funcion f(x) = — tiene como cotas inferiores a 0, —1, —5 y no tiene cotas superiores.

x|



Las funciones se clasifican segun tengan o no cotas superiores o inferiores como
veremos a continuacion.

Sea f funcion real. f es acotada superiormente si y solo si f tiene cotas supe-
riores.

f es acotada inferiormente si y sélo si f tiene cotas inferiores.

f es acotada si y sélo si f es acotada superior e inferiormente.

Es facil ver que f es acotada si y solo si existe a € R tal que:

vx € Domf(|f(x)| < a).

Ejemplo 3.34

1
X!

Sea f(x) = —, Dom f=R — {0}.

: 1
f no es acotada superiormente. En efecto, supongamos que X < b para todo x # 0.

1 .
Entonces para x = —— se tiene que

b1 < b esdecirb+1 < b lo cual es falso.

b+1
Analogamente se puede ver que f no es acotada inferiormente.

Ejemplo 3.35

Sea f(x) = x2 — 1.

Como x? > 0 tenemos que x> —1 > —1 y por lo tanto f es acotada inferiormente. Es claro
que f no es acotada superiormente.
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Las funciones periédicas son aquellas que tienen la propiedad de repetir su valor cada
cierto intervalo, como veremos en la siguiente definicién.

Definicion 3.25 QgViglel(e]glel-lg[e]e/[o%:!

Sea f funcion real. f es periédica si y sdlo si existe el menor p € R* tal que:
Vx € DOMf(x + p € DOMf A f(x £ p) = f(x)). El menor p € R* que cumple esta
propiedad se llama periodo de la funcién.

Para clarificar esta definicion veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplos

Ejemplo 3.36

Sea

1 si 3z e Z(x €[2z,2z +1])
—1 si no

Es claro que DoM f = R, y su grafico es el de la figura siguiente:

> |

: Grafico de la funcién periddica del Ejemplo 3.36.

Tenemos f(x + 4) = f(x), x € R, pero también f(x + 2) = f(x), x € R. Demostraremos
que f es periddica de periodo 2.

Supongamos p < 2:
sit<p<2, 1=1£0)#f(p)=-1,
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si0<p<1, —1=f(-p)#£f0)=1.
Luego en ambos casos no se cumple que

Vx € R(f(x + p) = f(x)).

Por lo tanto, si p < 2, p no es el periodo.

Ejemplo 3.37

Sea f(x) = 5.

El claro que f(x + 4) = 5 = f(x) y también f(x + 2) = 5 = f(x). En este caso no existe
el menor p > 0 tal que f(x + p) = f(x),x € R, pues todo p real positivo satisface esta
propiedad.

Al igual que en el caso de las funciones pares e impares, la periodicidad de una fun-

cién permite estudiarla en un intervalo mas restringido, pudiendo luego aplicar los resul-
tados obtenidos a todo el dominio de la funcidén, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.38

Graficar la funcion f de dominio R sabiendo que:

X, si 0<x<1
f(x) =

X—2, si 1<x<2

¥y que ademas la funcion es impar y periodica de periodo 4.

Solucion

El grafico de la funcion en el intervalo [0, 2] es el de la figura siguiente:

: Gréfico de la funcién del Ejemplo 3.38 para el intervalo [0, 2].

Este grafico puede ser ampliado al intervalo [—2, 2] ocupando la propiedad de ser impar,
como se ve en la siguiente figura:
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: Gréfico de la funcién del Ejemplo 3.38 para el intervalo [—2, 2].

y este Ultimo puede ser ampliado a todo R por ser funcion periddica de periodo 4, como
vemos en la figura que sigue:

il
22l

: Grafico de la funcion del Ejemplo 3.38| para todo R.

A continuacién estudiaremos algunas funciones de uso frecuente, indicando todas
sus propiedades y bosquejando su grafico.

Ejemplos

Ejemplo 3.39

Sea f(x) = x?. Es claro que Dom f =R y que REC f =R* U {0}. Por otro lado, f(0) =0 y
fx)=0 < x2=0 <« x=0. Con locual el iinico punto de interseccion del grafico de
f con los ejes X e Y es O(0,0). Ademds x? > 0 para todo x, de donde f es no negativa
e inferiormente acotada.

Como f(—x) = (—x)? = x2 = f(x), f es par y por lo tanto, basta seguir su estudio en [0, col.
Six <y, x,y € [0,00[, entonces x*> < y? con lo cual f es estrictamente creciente en
[0, ocl.

Por otro lado, si x € [0, oo, (x + 1) > x2 con lo cual f no es acotada superiormente en
[0, ocl.
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El grafico de f en [0, oo[ esta dado por la figura siguiente:
b
A

:] )/1

: Grafico de la funcién f(x) = x? para [0, oc[.

El cual puede ser extendido a R como se ve en la figura siguiente:
k>
A

T

: Gréfico de la funcion f(x) = x? para R.

Del grafico podemos inferir que f es estrictamente decreciente en| — oo, 0].

La funcién no es uno a uno en todo R, pero si nos restringimos a R* si lo es. La inversa
de la funcion restringida es f~1(x) = /x, x > 0, cuyo grafico se ve en la figura siguiente:
b
A

11

:] )/1

: Gréfico de la funcién inversa restringida f~'(x) = v/x, x > 0.

Ejemplo 3.40

Sea f(x) = x3. Es claro que Dom f = REC f = R. Ademds como (—x)% = —x3, la funcidn
es impar.
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Para estudiarla en [0, o[ tenemos que f(0) = 0 y que
fx)=0 < x*=0 < x=0

con lo cual el tnico punto de interseccion del grafico con los ejes X e Y es O(0, 0).

Ademads x2 > 0 <+ x > 0 luego f es positiva en [0, 0o y negativa en | — oo,0]. Si
x,y €[0,00[ y x < y entonces x3 < y® de donde f es creciente en [0, oo[. Por lo tanto es
creciente también en ] — oo, 0] y por la imparidad de la funcion se obtiene que también
es creciente en] — oo, 0].

El grafico de la funcion es el de la figura siguiente:
b

: Gréfico de la funcién f(x) = x3.

La funcién es uno a uno pues si x® = y® tenemos (x — y)(x?> + xy + y?) = 0 de donde x = y
0 bien x? + xy + y? = 0.

Si x = y, obtenemos el resultado deseado.
Si x? + xy + y? = 0, entonces
siy =0, se obtiene x = 0 y por lo tanto también aqui x = y.

si y # 0, consideramos la ecuacion en la variable x, vemos que su discriminante A =
y2 —4y? < 0 y por lo tanto x? + xy + y® £ 0.

La funcién inversa es f~'(x) = /x, x € R cuyo grafico puede verse en la figura siguiente:

: > /1

: Gréfico de la funcién inversa f~1(x) = ¢/x, x € R.
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Ejemplo 3.41

Sea f(x) = % Es claro que Dom f =R — {0} y Rec f=R — {0}.

Por otro lado, 0 ¢ DoM f y f(x) # 0 luego el grafico de f no intersecta los ejes X e Y.
Ademas,

flx)>0 « )1—(>O < x>0yyf(x) <0 « %<O <~ x<0

con lo cual f es positiva en |0, oo[ y negativa en] — oo, 0[ .

Dado que f(—x) = T = —

— % = —f(x), la funcion es impar y podemos estudiarla sélo en
10, <.

1 1 . .
Six,y € [0,00[ yx <y entonces % " de donde f es estrictamente decreciente en
[0, <.

Six €[0,[, seac tal que x — ¢ > 0,
mente.

1 .
> — con lo cual f no es acotada superior-
X—e X
El grafico de f en [0, o[ es el de la figura siguiente:

>
A

> |/,

: Gréfico de f(x) = % en [0, ool.

el cual puede extenderse a R como puede verse en la figura siguiente:
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e 1
: Gréfico de f(x) = X en R.
La funcion es uno a uno y su inversa es f~'(x) = L es decir la misma funcion.
Del grafico podemos agregar que f es estrictamente decreciente en]— oo, 0] y que no es
inferiormente acotada en | — oo, 0].
Ejemplo 3.42

Sea f(x) = % Es claro que Dom f =R — {0} y que REC f =R*.

Ademas f(—x) = X2 = % = f(x) con lo cual f es par.

Estudiaremos f en [0, ool :

0 ¢ Dowm fy0 ¢ REC f luego el grafico de f no intersecta los ejes coordenados.

En [0, oo[, f(x) = % > 0 luego f es positiva en [0, cc[. Si x < y entonces % > }% con lo

que f es estrictamente decreciente.

Ademas f no es acotada superiormente pues six >0, yc estalque x —e >0

tenemos

1 .
> 2 es decir f(x — ) > f(x).

]
(x —e)?
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: Grafico de f(x) = % en [0, oof.

El cual puede ser extendido a todo R como se ve en la figura siguiente:
ko
A

: Grafico de f(x) = % en todo R.

La funcidén no es uno a uno.

Ejemplo 3.43

Sea f(x) = [x] donde [x] es el mayor entero p tal que p < x.

Esta funcion se conoce con el nombre de funcion parte entera de x.

Por ejemplo, [2.5] = 2 y [-2.5] = —3. Notemos que en [0, 1[ la funcion vale 0, en[1, 2[ vale
1y, en general, en[n, n+ 1[ vale n, para n natural.

En[-1,0[ vale -1, en [-2,—1[ vale —2 y en general en[—[n+1), —n[ vale —(n+ 1), para
n natural.

Entonces su grafico es el que se muestra en la figura siguiente:
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A
3 i
2
1
R T2 3 4 >/
_1‘
.2

: Grafico de la funcién parte entera de x.

Observemos que tal funcion es creciente en R y no es acotada. Su recorrido es 7. y no
es invertible.
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A través de los siguientes ejemplos introduciremos algunas operaciones sobre funcio-
nes que tienen especial interés en relacion a su grafico:

Ejemplos

Ejemplo 3.44

Seaf(x)=2x+5y(—f)(x) = —f(x)=—-2x —5.

Podemos ver los graficos de f y de —f en la siguiente figura:

> |,

/ - > |,

: Gréfico de las funciones f(x) =2x +5y (—f)(x) = —2x — 5.

Notemos que los graficos son simétricos respecto al eje X, esto es, si(x, y) € f entonces
(Xs _y) € —f.

Ejemplo 3.45

Sea f(x) = x2, entonces (f +5)(x) = f(x) +5 = x® + 5.

El gréafico de f y de f + 5 pueden verse en la figura siguiente:
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1] f f+5

)/1 >/1

] i

: Graficode fy de f +5.

Notemos que el grafico de f + 5 es el de f desplazado en 5 unidades respecto al gje Y.
Es decir, (x,y) € f = (x,y +5) € (f+5).

Ejemplo 3.46

Sea f(x) = V1 — x2, entonces (4f)(x) = 4f(x) = 4v/1 — x2. Podemos ver los graficos de f
y de 4f en la siguiente figura:

/2 12
A A

1 f Af

/1N

R i

> |/,

x T

: Gréfico de f(x) = V1 — x?y (4f)(x) = 4v/1 — x2.

Notemos que el grafico de 4f es el de f ampliado 4 veces respecto al eje Y. Es decir,
(x,y) € f— (x,4y) € 4f.
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Ejemplo 3.47

Sea f(x) = 2x, entonces |f|(x) = 2| x|
Los gréficos de f y |f| son los de la figura siguiente:

I
A

p— | : p— |
/'1 1 -1 1 1

: Gréfico de f(x) = 2x y [f|(x) = 2|x|.

Podemos observar que en este caso, la parte negativa de f se refleja respecto al gje X,
es decir, si(x,y) € f entonces (x, |y|) € |f|.

Ejemplo 3.48

Seaf(x) =x®y g(x) =f(x —2) = (x — 2)2. Los gréficos de f y g pueden verse en la
figura siguiente:

1} f(x) f(x —2)

= 3 > /; 5 > |

: Graficode f(x) =x2y  f(x —2) = (x — 2)?

En este caso el grafico se traslada hacia la derecha en 2 unidades. Es decir, si(x—2,y) €
f entonces (x, y) € g.
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Ejemplo 3.49
Seanf(x)=v1—x2 y g(x)=1f2x)=+v1—4x2

Los graficos de f y g son los de la siguiente figura:

lo
A
|
(1N, M.,
2

: Gréafico de f(x) = v1 — x?y g(x) = f(2x) = V1 — 4x2.

En este caso el grafico se comprime en 2 unidades respecto al eje X. Es decir, si
(2x,y) € f entonces (x,y) € g.

Ejemplo 3.50

Seanf(x) =2x+5yg(x) = f(—x) = —2x +5.
Los graficos de f y g se pueden ver en la figura siguiente:

ko ko

/ \ .

/ -2
: Graficode f(x) =2x+5y f(—x) = —2x + 5.

En este caso el grafico se refleja en el eje Y. Es decir, si (—x, y) € f entonces (x,y) € g.




Ejemplo 3.51

Sea f(x) = 2x—3, entonces f~1(x) = X—J2r3 y los gréficos de f y f~' estan dados por la figu-

ra que sigue, en la cual se puede notar que cada uno se obtiene del otro intercambiando
los egjes, es decir

(x,y)ef < (y,x)ef!

-3 1

X+3

: Gréfico de f(x) =2x —3y f'(x) = 5

Observemos que si el dominio de una funcion F es N, ésta se puede expresar por:
F={(1,F(1)),(2 F(2),3,F(3)...}
y el recorrido de F se puede expresar por:
REC F = {F(1),F(2), F(3),...}.

Esta notacion de los elementos del recorrido de manera sucesiva, le da a F el nombre
de sucesion:



F es una sucesion si y solo si F es una funcion y
DomF =N (oNU {0}).

F es una sucesion de numeros reales si ademas REC F C R.
Una sucesion esta determinada por la secuencia de los elementos del recorrido:

F(1), F(2), F(3), F(4), ...

Ejemplo 3.52

12,22 32, 42, ..
corresponde a la funcion:
F={(1,1?),(2,2%,(3,3?),...}.

El n-ésimo término de una sucesion F es F(n) y se denota por F,.
La sucesion F se denota también por { Fp} nen-

Ejemplo 3.53

Sea F = {F,}nen Sucesion de numeros reales definida por F, = 2n + 1, entonces F co-
rresponde a la sucesion: 3,5,7,9, ... y es la funcion:

F=1{(1,3),(2,5),(3,7),...}.

Ejemplo 3.54

Sea F la sucesion de numeros reales siguiente:
2,4,6,8, ...
Entonces el n-ésimo término es F, = 2n y la funcion es

F={(n,m) : ne NAm=2n}.



Ejemplo 3.55
Sea F la sucesion de conjuntos definida por:
Fn=(—n,n)
F corresponde a la sucesion:

(—1,1),(-2,2),(-3,3),...
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Ejercicios Propuestos

1. Determine cudles de las siguientes rela-
ciones son funciones:

(@) R={(x,y) e NxN:y=x2}

(b) R={(X,y) €EZ xZ:x?>+y?=1}.
() R={(x,y)€ZxZ:x-y >0}
(d) R={(x,y) e NxN:y=2}

(e) R={(1,1),(1,2),(1,3),

(2,1),(2,2),(3,1)}.

2. Determine cuales de las siguientes rela-
ciones reales son funciones:

(a) xRy < x?=2y.
(b) xRy «+ y=3x-3.
() xRy < xy=3.

(d) xRy < |x|+|y|=1.
(e) xRy + x+y=2.
() xRy <« y?=2x.
(9) xRy « y=0.

3. De ejemplo de relaciones Ry S tales que:

(a) R sea funcién pero R~ no.
(o) Ry S sean funciones pero RU S no.
() Rn S sea funcién pero Ry S no.

4. Sean A={1,2,3}y B={4,5}.

Determine todas las funciones posibles
de Aen B.

5. Sea A =R — {0,1} y definamos las fun-
ciones de Aen A:

fo(x) = x,
B = 1 fa(x) =
Y () = x(x 1),

Sea | = {0,1,2,3,4,5,6}. Calcular f; o f;
paracadaiyjel.
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6. Sean f(x) = 2x, fi(x) = M agx) = x,

funciones reales.

g1x) = 1—

(a) Caleular £(0), f(1), g(3), g1(} + x),
(90 A)(X), (fog1)(X).
(b) Determinar dominio y recorrido de

fofi,fog,fiofygiog.

7. Encuentre los dominios de las siguientes
funciones reales:

ack

(d) f(x)=v1—x++vx—-2.

(e) f(x)=v4—x2+/x2 1.
1 1

N 10=—=*3v2

8. Sea f: R — R definida por

2x+5 si 9<x
fxX)=9 x2—|x| si —9<x<9
xX—4 si x < —9.

Determine:

(@) 1(3),1(12), £(9), (£(5)).
(b) Dominio y recorrido de f.

9. Dadas las funciones reales definidas por:

f(x)

X+ x|
-2

X, si x<0
g(X)={

x<, si x>0.

Demuestre que fog=gog.
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10.

11.

12.

13.

Dadas las funciones reales

fx)=2x2+1 y  gx)=x-3.

¢ Para qué valores de x € R se tiene que
(fog)(x)=(g0h(x)?

Sean
X , X <A1
f(x) =
x> -1 , x>1
y
vx+1 , 0<x<1

mn={

funciones reales. Encuentre go fy fo g.

X+2 , x>1vx<O0

Seaf:A— Bysean Dy,D, CB.

Demostrar que:

(@) f~'*(Dy N Dy) = f~1*(Dy) N f~1*(Dy)

(b) f(f~*(D;)) C Dy y que la igualdad
no es verdad en general.

Determine si las siguientes funciones son
uno a uno. En caso de serlo, calcule la
inversa:

@) ()=,
(b) 1(x) =2,
© =21
@ 0=+,
© 0= 52,
(0 )=

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Sea f definida por:

ﬂﬂ:{

Probar que f es biyeccion de R en R y
determinar 1.

X+2, x<2

2X, X > 2.

Demostrar que la funcién real f(x) =

ax+b . . . , .
tiene inversa si y solo si
cx+d

ad — bc #0.

Demostrar que las funciones reales:

fx)=1-x, g(x)= y

X —1

h(x) =

= son invertibles y calcular:

=1, g, h' fog gof, f1og!

(fog)™.

De ejemplo de una funcién f : N — N tal
que:

y

a) f sea inyectiva pero no biyectiva.

C

(a)

(b) f sea sobre N pero no biyectiva.

(¢) f no sea niinyectiva ni sobre N.
)

(d) f sea biyectiva.

Seanf: X =Y y g:Y — Xtales
que go f = IDy.

Demuestre que f es uno aunoy g es so-
bre.

Seanh:S—Tyg:T— R.

Demuestre que si go h es sobre entonces
g es sobre.

Seanf:A—B, g:B—-Cyh:C—D.

Demuestre, que si go fy ho g son biyec-
ciones, entonces f, g y h son biyecciones.
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21.

22.

23.

24.

25.
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Dadas las funciones reales

x3+2 x>0

3x+2 x<0.

x2—1 x>-1
g(x) =
3x—-2 x<-1.

Demostrar que f es biyeccion pero g no
lo es. Determinar go f~.

Sean fy g funciones de N x N en N defi-
nidas por:
f((x,¥) = x, g((x,y)) = y.

Demuestre que fy g son sobre N pero no
inyectivas.

Demuestre que si f y g son biyecciones,
entonces

(fog) =g of.
Seaf:R xR — R x R definida por:

H(x,y)) = (¥, x).

Demostrar que f es biyeccién y calcular
1.

Graficar las siguientes funciones reales
indicando dominio y recorrido. ¢Cudles
son uno a uno?

(a) f(x) = éxz

(b) f(x) = %\/144— 16x2.
(c) f(x)=—v1—x2

(d) f(x)=1—|x|.

(e) f(x)=+v—-6x

(f) f(x)=+/16—(x—1)2 +1

26.

27.

28.

29.

30.

(9) f(x)=—Vx+5.

() 100 = X4

Graficar las siguientes funciones reales
definidas por intervalos.

X, x<0
(a) f(X)={
x2, x>0.
X, x <1
(b) f(X)={
X2 -1 x>1.
vx+1 0>x>1
(c) f(X)={
xX+2, x<0 v x>1.

¢, Cuales de las siguientes funciones son
pares o impares?

a) 2x3 —x+1.

b) ax +b.

c) ax?+bx+c.(c#0)
)

(d) V1+x+x2—vV1—x+x2

(
(
(

Pruebe que:
(@) Sifygsonpares, f+gyf-gson
pares.
(b) Si f es par y g es impar, entonces
f-gesimpar.
(c) La suma de dos impares es impar
mientras que su producto es par.
Sea f funcion con Dom f = R.

Probar que existen dos uUnicas funciones
gy htalesque f =g+ hsiendo hpary g
impar.

Determine los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de las siguientes funcio-
nes:

(@) f(x)=x®+3x+5.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

X , x<O0
f(x) =
x+2 , x>0.
y
x—1 , x<A1
9(x) =
4x , x>1.

Determine —f, |f|, f+3, 5-g.

Si el dominio de una funcién f es [0, 1].
Determinar el dominio de las siguientes
funciones:

(@) f(x) = f(x — 3).
(b) f(x) = f(2x — )
(€) f3(x) = f(|x]).
(d) f4(x) = f(3x3).

Grafique la funcién f(x) = v1 — x2 y Use-
lo para obtener los gréaficos de:
2V1—x2, 1-(x+12, V1-(x/2,
V1—-x2 -2y /1 - x2

Dado el grafico de la funcion f(x) = x2,
dibuje los graficos de las siguientes fun-
ciones:

_9)2 2 (X)) 2
(x=2% @-x2 (3) 142
Demostrar que si f es periédica de perio-
do P, la funcién f(ax + b), con a0 tam-
bién lo es. Determinar su periodo tenien-
do en términos de a.

Grafique f tal que su dominio es Ry

37.

38.

39.

40
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sabiendo que:

(a) fesimpary tiene periodo 4.

(b) fes pary tiene periodo 4.

Averiguar cudles funciones reales son
acotadas.

@) f(x)=ax?, ack.
®) )=
© () = .
A )= 5

(e) f(x)=1—2x— x2.

Sea f(x) = x — [x], donde [x] es la parte
entera de x. Esta funcién se conoce como
parte fraccionaria de x.

Estudie y grafique f(x).

Bosquejar los gréaficos de

© 2.

X

"
d H
@ |-
Encuentre el término n-ésimo en cada
una de las siguientes sucesiones:



1. Considere las funciones f(x) =x? -2x -1y g(x) = x—2|x| con x € R. Se
define la funcion h(x) entodo R por:

{ fx) sif(x) > g(x)

h(x) =

9(x) sif(x) <g(x)

a) ldentifique y grafique la funcién h en el intervalo [—6, 2]

b) Decida si h es inyectiva en [—6, 2]. Justifique su respuesta.
c) Grafique —h(x) en el intervalo [-10,10].

)

2. a) Dadas las funciones f(x) = [x —1]y g(x) = x® —3x —2, con dominio
R, donde [ ] es la funcion parte entera. Determine todos los x € R, tales

que: (fog)(x) = 4
b) Dadas las funciones f(x) = %yg(x) = x+ con dominio R — {1}
1) Determine el recorrido de fyde g

2) Demuestre que fy g son ambas inyectivas
3) Calcules 1o g '(x).

3. a) Demuestre que la siguiente afirmacion es falsa: Si f es funcion creciente en
[a,b], y f escreciente en (b, c], entonces f es creciente en [a,c].

b) Sean fy g funcionesde R en R, donde f espary g esimpar,demuestre
que la funcion h(x) = f(x) x (g(x))® es funcién par en R.

, 8
(OBSERVACION: (g(x)) significa g(x) elevado a la octava potencia)

45
c) Demuestre que Vx € R (O < (x— [x]) < 1 ) donde [ ]es la funcién parte
entera.

4. Determine condiciones sobre ay b € R de modo que:

X2 —4x+7 six>2
f(x) =
ax+b Six <2



sea una biyeccion sobre R. Demuestre que con las condiciones encontradas, f es
efectivamente una biyeccion sobre R.

X+ 1
X—2

{3X2 si x| <3

x+1 si|x|>3

. Considere las funciones f(x) =

g(x) =

Calcule f~''y gof1.

. Construya el gréafico de la funcion f(x) = 1 — 2x2 + x, partiendo del grafico de la
pardbola y = x? y aplicando a ésta las transformaciones pertinentes (translaciones,
dilataciones, etc.).

7. Seaf:A— R, definida por [xi1 —1].

a) Determine DoOM (f) y demuestre que f no es sobre R.
b) Grafique f(x).
¢) Resuelva f(x) = 3.
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Trigonometria

Comenzaremos el capitulo, introduciendo las razones trigonométricas en un tridngulo

rectangulo. Para medir los angulos, usaremos indistintamente, tanto grados como radia-
nes, sabiendo que

wradianes = 180 grados

Dado el siguiente triangulo rectangulo,

A
Q
b
(o
£
B a C

Figura 4.1: Triangulo rectangulo.

Definimos las siguientes razones:

133



sen(a) = (a/b) cos(a) = (¢/b) tan(a) = (a/c)
cosec(a) = (b/a) sec(a) =(b/c) cot(a)=(c/a)

Podemos notar algunas identidades inmediatas a partir de la definicion:

. cosec(a) = ser11 @)

. sen?(a) + cos?(a) = 1
. tan?(a) + 1 = sec?(a)

. cot?(a) + 1 = cosec?(a)

Las primeras cuatro propiedades, salen inmediatamente de la definicion de las razones
trigonométricas. Para ver que sen?(a) + cos?(a) = 1 notemos que:
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sen(a) + cos2(a) = (2)°+ (£)° - T

Pero usando el teorema de Pitagoras, tenemos que
&+c=b°
Por lo tanto
2 2
sen“(a) + cos(a) = 1
De manera muy similar se demuestran las ultimas tres identidades. [

Veamos como deducir algunas razones trigopnométricas de algunos angulos importan-
tes, en particular, de los angulos de 30, 45 y 60 grados. Tomemos un triangulo equilatero
y tracemos su altura desde C, como lo muestra la figura:

: Triangulo equilatero.

Calculando la altura del tridangulo ABC obtenemos que ella mide \/751. Luego mirando

el tridngulo CDB obtenemos que sen(30) = % y cos(30) = ? Observando ahora el
triangulo ACD obtenemos que:

sen(60) = \/7§ y cos(60) = %

Para calcular las razones trigonométricas de 45 grados, dibujamos un triangulo rec-
tangulo isdsceles, como se ve en la siguiente figura:
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B

-

: Triangulo rectangulo isosceles.

Entonces en el triangulo ABC vemos que el lado BC mide /v/2 por lo que se obtiene
que:

sen(45) = g y C0s(45) = \/75
Podemos resumir esto en la siguiente tabla:
Grados 0 30 45 60 90
sen 0 1/v2 V2/2 V3/2 1
cos 1 V3/2 V2/2 1/v2 0

: Valores para el seno y coseno de 0, 30, 45, 60 y 90 grados.

A partir de los pocos valores que acabamos de calcular, podemos notar que

sen(a + ) # sen(«) + sen(s)

y lo mismo para el coseno de la suma, dado que por ejemplo sen(30+60) = sen(90) =0
pero, sen(30) = 1/2 y sen(60) = v/3/2.

Para deducir la formula del seno de la suma de dos angulos, consideremos la siguien-
te figura:
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T

o) P Q

: Diagrama para calcular el seno de la suma de dos angulos.

Entonces e
PT PL+LT QSOS LT TS

Sen(O[+6)=_= — = —— 4+ ——

oT oT OSOT TSOT

= sen(a) cos(f) + cos(a) sen(p)

De igual manera, podemos deducir que:

cos(a + ) = cos(a) cos(5) — sen(a) sen(/3)

Propiedad _

tan(a) + tan(g)
tan(a + g) = 1 — tan(«) tan(p)

Demostracion

_sen(a+ )  sen(a)cos(s) + cos(a) sen(3)
~cos(a+ B)  cos(a)cos(f) — sen(a) sen(p)
sen(a) sen(p)
_ cos(a) * cos(3) _ tan(a)+tan(p)
B sen(a)sen(f) ~ 1 —tan(a)tan(p)
~ cos(a) cos(p)

tan(a + )
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Problemas

Problema 4.1

sec(a) + cosec(a)

Demostrar que
g tan(a) + cot(«)

= sen(«) + cos(a).

Demostracion
1 1
+
sec(a) + cosec(a) cos(a) sen(a) sen(a) + cos(a)
_ _ = .
tan(«) + cot(«) sen(a) N cos(o¢  sen?(a) + cos?(a) sen(a) +cos(a)

cos(a) sen(a)

Problema 4.2
cosec(a) 1
D — = 2sec?(a).
emostrar que 1+ cosec(a) _ sen(a) — 1 sec(a)
Demostracion
1
cosec(a) 1 _sen(e) 1 B 1 - 1
1 +cosec(a) sen(a)— 1 . 1 sen(a) —1 ~ sen(a)+1 sen(a)—1
sen(a)
-2 5
sen?(a) — 1 2sec*(a)

Las Funciones Trigonométricas n

En esta seccion introduciremos las funciones trigpnométricas. Extenderemos las ra-
zones trigonométricas de la seccion anterior, que fueron definidas para angulos entre 0
y 90 grados a funciones reales. Para este estudio es necesario aceptar que asi como
los reales constituyen las medidas de todos los trazos dirigidos, también constituyen las
medidas de todos los dngulos y de todas las longitudes de arco.

Dado x € R* U {0} existe un angulo que mide x radianes desde el eje X positivo y
medido en sentido contrario de los punteros del reloj, donde un radian es la medida de
aquel angulo subtendido en una circunferencia de radio 1 por un arco de longitud 1.

El nUmero real = se puede definir como la medida en radianes de un angulo extendido
y por lo tanto la medida de un angulo recto es g radianes y la de un angulo completo es
de 27 radianes.



4.2. Las Funciones Trigonométricas 139

Si x € R™, entonces existe un angulo que mide x radianes desde el eje X positivo y
medido en el sentido de los punteros del reloj.

Cada angulo a su vez determina un unico punto P(ay, bx) en la circunferencia de
centro en el origen y radio 1, como se ve en la figura siguiente:

: Punto P(ay, by) definido por el angulo que mide x radianes en la circunferen-
cia de centro en el origen y radio 1.

=1 R4 Funciones trigonométricas

Sea x € R, sea P(ay, by) el punto de la circunferencia de centro en el origen y
radio 1, determinado por un angulo de x radianes. Entonces, se definen las
funciones reales seno, coseno y tangente como sigue:

sen(x) = by
cos(x) = ay
tan(x) = by/ax
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Estudio de la funcion seno 4.2.1

De la definicién es claro que su dominio es R. Por otro lado la funcién seno es perio-
dica de periodo 27.

En efecto, sen(2r + x) = sen(x) pues como 27 equivale a un angulo completo,
P(ay, by) = P(ax + 27, by + 27).

Ademas si 0 < P < 27 tenemos varios casos:
Sio<P<m: sen(P) >0 A sen(0)=0
luego sen(0) # sen(P).

es decir sen(0) # sen(0 + P)
' ; 7)) = _TY o _
SiP=n: sen<§>_1/\sen< 2>_ 1

luego sen (—%) #sen (g)

esdecirsen(—g) #sen<_g+P>

Sit<P<2r: sen(P)<0 Asen(0)=0
luego sen(0) # sen(0 + P).
Es decir P no es el periodo de la funcién seno para 0 < P < 2w, por lo tanto su
periodo es 2. Luego nos basta estudiar la funcion en [0, 2x].
™
= sen(0) =0yen]0,§[crece deOaf,

u sen<g>=1yen}g,

3r

2

77[ decrecede 1 a 0,

= sen(w) =0;yen ]7?, {decrece de 0 a —1 y por ultimo,

= sen (%ﬁ) =—1 yen]%ﬂ, w[crecede —-1ad0.
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Su gréfico en [0, 27| estd dado por la figura siguiente:

: Grafico de la funcién seno en [0, 2x].

Y por la periodicidad se puede extender a R como se ve en la figura siguiente:

: Grafico de la funcién seno en [—27, 27].

Del grafico podemos deducir otras propiedades:

a) Su recorrido es el intervalo [—1, 1]
b) Es acotada: —1 < sen (x) < 1

c) Es positiva en el primer y segundo cuadrante y es negativa en el tercer y cuarto
cuadrante

d) Esimpar: sen(—x) = —sen(x)
e) Sus raices son los numeros reales kr, donde k € Z.

f) Es creciente en los intervalos de la forma: | — 5 + 2kn, 5 + 2kn[ con k € Z
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La funcion coseno

4.2.2

El estudio de la funcion coseno es analogo al anterior, obteniéndose el gréafico de la
figura siguiente.

SN N

N
NE
<
N|I=\
ASIE]
3
N
Sy

: Grafico de la funcion coseno.
Del grafico podemos deducir las siguientes propiedades:

a) Su recorrido es el intervalo [-1, 1]

b) Es acotada: —1 < cos(x) < 1

c) Es positiva en el primer y cuarto cuadrante y negativa en el segundo y tercer cua-
drante

d) Es funcién par: cos(—x) = cos(x)

e) Sus raices son los numeros reales (2k + 1)%, donde k € Z

f) Es creciente en los intervalos de la forma: | — = + 2kn, 2kw[ con k € Z.

Las otras funciones trigonométricas

4.2.3

Sea x € R, se definen las funciones tangente, secante, cotangente y cosecante por:

o - 20 ot - 220
1 1
sec(x) = 505 (X) cosec(x) =

sen(x)
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Un estudio detallado de la funcion tangente nos conduce al grafico de la figura si-
guiente, donde se puede apreciar algunas de sus propiedades:

: : A : :

; ; ; .y =tan(x)
5 = T o = Jor

: : \] : :

: Grafico de la funcién tangente.

a) El periodo es 7.

b) Es funcién impar

™

C) EIdominioesIR—{xeR:x:2

+ km, con k € Z}.

d) Es funcidn creciente en su dominio.

e) No es acotada.

Los graficos de las funciones cotangente, cosecante y secante se muestran a continua-
cién:

: A :

. . y = cot(x)
R ~N A\ T

: Y :

: Grafico de la funcién cotangente.



144 Capitulo 4. Trigonometria

. A .
: 1 : y = csc(x)
- —I s s I s >
2r 3 7r: -z x m & 2r
: -1 :
: /_\ v : /\
: Gréafico de la funcién cosecante.
. . A . .
. . 1 . .
< — - - >
S T A
: /\ o : /\ 'y =sec(x)
. . \4 . .

: Gréfico de la funcién secante.

D1 R Amplitud, periodo, fase y frecuencia

Dadas las funciones f(x) = asen(kx — b) y g(x) = acos(kx — b),k > 0 se define
su amplitud como el valor de |a|, su periodo como 27 /k, su desplazamiento

de fase como b y su frecuencia como >
s

Ejemplo 4.1

Dada f(x) = 2sen(3x + ) + 2, determine amplitud, periodo, desplazamiento de fase y gra-
fiquela.

Solucion

Tenemos que f(x) =2sen(8x + ) +2 =2sen3 (x + %) +2. Sea



g(x) =2sen3 <x+g) ,

2 .
luego la amplitud de g es 2, su periodo es % y su desplazamiento de fase es —g.

Si dibujamos la funcién g entonces sabremos dibujar la funcion f pues f(x) = g(x) + 2.
El grafico de g es el siguiente:

Figura 4.13: Gréfico de la funcion g(x) = 2sen3 (x + Z).

Por lo tanto el grafico de f es:

Figura 4.14: Gréfico de la funcion f(x) = 2sen(3x + 7) + 2.

Problema 4.3 I
Graficar las siguientes funciones:

(i) sen(x) +1
(i) 2 sen(x)
(iii) sen(2x)
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Solucion

Usando las interpretaciones geométricas del Ejemplo 4.1,se obtienen los graficos

siguientes:
A
2
1
‘_E/ s T 3 ;
2 2 2
-1
-2
\J
(1) Grafico de sen(x) + 1.
A
2

(B
[\]

(1) Gréfico de 2 sen(x).

() Gréfico de sen(2x).

: Gréficos de las funciones del problema 4.3,



4.2. Las Funciones Trigonométricas 147

Problema 4.4

El grafico siguiente

nN|—
N =

VU VY

\l

: Gréfico de una funcion de la forma f(x) = A sen (Bx + C), Problema 4.4.

corresponde al periodo completo de una funcién de la forma f(x) = A sen (Bx + C).
Determine A, By C.

Solucion

El periodo completo extraido de la grafica es:

()2

por lo tanto la funcion f(x) tiene periodo:

27 3 47
B 2783

por lo tanto f(x) es de la forma

f(x) = +4 sen ((%T) X + C)

Como un ciclo completo se obtiene para
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1 < x <1
2~ ~
que es el equivalente a [0, 2x], luego:

Og%x+0§2w=:>—0§ (%)xg%—C::—i—nggM

T 47

De donde, como _E = —1 0 su equivalente w =1, se obtiene C = %ﬂ

47~ 2 4
por lo tanto

f(x) = +4 sen ((%T) x+2§)

4 4 .
como f<1/2> <0,y f(1/2) = +4 sen (%) y sen (%) < 0 entonces la ampli-

tud debe ser positiva, es decir A = 4.

f(x) = 4 sen ((4%) X + %)

2
Luego A=4,B=4§ yC=§

Por lo tanto,

Problema 4.5

El desplazamiento de una masa que pende de un resorte estd modelado por la fun-
cion
y = 10sen(4rt)

donde y esta medido en pulgadas y t en segundos, como se ve en la siguiente
figura:

_ -
Posicion [, ¥Y<?
de reposo

: Desplazamiento de una masa atada a un resorte.
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a) Determine amplitud, periodo y frecuencia del movimiento de la masa.
b) Grafique el desplazamiento.

Solucion

. . 2 2 1
a) Tenemos que la amplitud es |a| = 10 pulgadas. El periodo es er_em_

Kk a7 2
segundos
k Arn
La frecuencia esta dada por — = — =2 Hz
27 2n

b) La grafica del desplazamiento de la masa en el tiempo t se muestra en la
siguiente figura:

= 10sen(2rt)

AT
ki

: Gréfico del desplazamiento de la masa en funcion del tiempo.

Problema 4.6

Un musico toca con una tuba la nota mi y sostiene el sonido durante un tiempo.
Para una nota mi pura, la variacion en la presion a partir de la presién normal de
aire esta dada por:

V(t) = 0.2sen(80rt)
donde V se mide en libras por pulgada cuadrada y t en segundos.

a) Calcule la amplitud, periodo y frecuencia de V.
b) Grafique V.

c) Si el musico que toca la tuba, aumenta la intensidad de la nota, ¢, qué tanto se
modifica la ecuacion V?

c) Siel musico toca la nota incorrectamente y un poco apagada, ¢, en qué cambia
la ecuacion V?
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Solucion

. , 2 1 .
a) Tenemos que la amplitud |a| = 0,2. El periodo es 80_7; =10 La frecuencia es
807

E=4O

b) la grafica de V se muestra en la siguiente figura:
4

sen(80rt)
0.20
0.15 " ﬂ n
0.10

||

0 —
—0.05 DI 1 ) 2 DI 3 )4 )15

s I

: Gréfico de la variacién de la presion en funcion del tiempo.

c) Si el musico aumenta la intensidad, se incrementa la amplitud. De este modo,
el nimero 0,2 se reemplaza por uno mayor.

d) Sila nota es apagada, entonces la frecuencia disminuye. Por lo tanto, el coefi-
ciente t es menor que 80r.

Identidades Trigonométricas

Algunas de las identidades trigopnométricas importantes son las siguientes:

Teorema Identidades trigonomeétricas que relacionan la suma y diferencia
de dos angulos.

(1) sen(x — y) = sen(x) cos(y) — sen(y) cos(x)
(1) cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sen(x)sen(y)
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tan(x) — tan(y)
1 +tan(x) tan(y)
(IV) sen(2x) = 2sen(x) cos(x)
(V) cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)

() tan(x — y) =

(V1) tan(2x) = %
(vil) sen?(x) = 1—#8(2@
(Vil) cos?(x) = 1+%S(ZX)
(1X) tan?(x) = 11:+:'((22)’:))

Demostracion

Las propiedades (1), (1) y (111) salen de la formula de suma de angulos ocupando x +(—Y)
y las propiedades de paridad de la funcion coseno, de imparidad de la funcion seno y de
la funcion tangente. Las propiedades (1v), (V) y (V1) salen de la misma férmula de suma
de angulos tomando 2x como (x + x).

Para la propiedad (V11), tenemos que:
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = 1 — 2sen?(x)

Por lo tanto:
sen?(x) = LS(ZX)
2
Similarmente para la propiedad (V11),
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = 2cos?(x) — 1
Por lo tanto:

1 2
cos?(x) = — =) CZS( X)

La ultima propiedad sale dividiendo las dos identidades anteriores. [ |
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Problemas
Problema 4.7

Demostrar que
cos(x) + sen(x)

tan(2x) + sec(2x) = cos(x) — sen(x)

Demostracion
2tan(x) 2 sen(x) cos(x)

2x) = = '

tan(2x) 1 _tan?(x) _ cos?(x) — sen?(x)
1 1

2X) = =
sec(2x) cos(2x)  cos?(x) — sen?(x)
Luego

2 sen(x) cos(x) 1 _ 2sen(x)cos(x) + 1
cos?(x) — sen?(x) * cos?(x) —sen2(x)  cos?(x) — sen2(x)

tan(2x) + sec(2x) =

_ 2sen(x) cos(x) + cos?(x) + sen?(x)
- cos2(x) — sen2(x)

(cos(x) + sen(x))?
(cos(x) — sen(x))(cos(x) + sen(x)

_ cos(x) + sen(x)
~ cos(x) — sen(x)

Problema 4.8

Demuestre que paratodo a # kn, k € Z :
Q ay\2 1+cos(2a) o
(Sen (§> + COS <§> ) + Ts(za) =1+ Sen(Oé) + cot (Oé)

Demostracion

(sen(3) +c05(3))"+ T coutan =5on° () 005 (3)
)

+2sen (a> cos (2) 1+cos(2a) cos(2a

2 2) "1 " cos(2a)
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1 + cos(2«)

=1 e
+sen(a) + 1= cos(2a)

=1+ sen(a) + cot?(a)

Por lo tanto:

(sen (g) + COS (%) >2 + % =1 + sen(a) + cot?(a)

Problema 4.9

Demuestre que si tan?(a) = 2tan?(3) + 1 entonces:

cos?(a) + sen®(f) = sen?(a)

Demostracion

n?(a) — 1
Como tan?(a) = 2tan?(8) + 1, entonces tan?(p) = %.

Ademas tan?(j3) = sec?(8) — 1 luego

tan?(a) — 1 tan?(a) +1  sec?(a)
2 _ = =
secs(p) = 5 +1 5 5
Luego:
cos?(p) = 2 con lo cual 1 — sen?(B) = 2cos?(a).
sec?(a)’
Es decir:
sen? ) = 1 — 2cos?(a)
Con lo cual:

cos?(a) + sen?(B) = cos?(a) + (1 — 2.cos?(a) = sen?(w).
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Las identidades trigonométricas conocidas como prostaféresis son las siguientes:

Teorema ¥4 Prostaféresis, identidades que relacionan productos de funciones
trigonométricas con sumas.

(1) sen(x) +sen(y) = 2sen <%> cos (X ; Y>

(i) sen(x) — sen(y) = 2sen (X ; y> cos (X-2|-y)

(i) cos(x) + cos(y) = 2cos (X”;_y) cos (X ; }/>

(Iv) cos(x) — cos(y) = —2sen (XZLy) sen (X - }/)

Demostraremos una de ellas y el resto quedan como ejercicios.

Demostracion

Sabemos que:

1. sen(a + ) = sen(«) cos(f) + sen() cos(w)

2. sen(a — ) = sen(«) cos(f) — sen(B) cos(a)
Si sumamos|1 y|2 obtenemos que:

3. sen(a + ) + sen(a — ) = 2sen(«) cos(f).

Seaa+f=xya—[=y. Sumando y restando nos queda que

_X+y

“="5
_X—y

b=

Reemplazando estos valores en|3
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sen(x) +sen(y) = 2sen (u) cos (ﬂ)

2 2
De la misma manera se demuestran las otras identidades y son muy utiles cuando
requerimos transformar productos en sumas y/o restas o viceversa. [ |
Problemas

Problema 4.10

]
Demostrar que cos(20) cos(40) cos(80) = 3

Demostracion
cos(20) cos(40) cos(80) = %(003(60) + c0s(20)) cos(80)
= % (cos(60) sen(10) + cos(20) sen(1 0)>

= %(sen(?O) — sen(50) + sen(30) — sen(1 O))

= %(sen(?O) —sen(10) — sen(50) + %) = %(2 sen(30) cos(40) — sen(50) + %)

1 +sen(50) — sen(50)> = % L

= %(% +C0s(40) — sen(50)) = 1<2

4

Problema 4.11
Demuestre que si « =  + vy entonces

sen(a + (5 +7) +sen(a + 5 —7) + sen(a — ( +7) = 4sen(a) cos(j) cos(y).
Demostracion
sen(a + B +7) +sen(a + 5 — ) +sen(a — B +7) = sen(2a) + sen(25) + sen(27)
=sen(2(3 +7) +2sen(j + ) cos(5 — 7)

=2sen(f +~)cos(B + ) +2sen(5 + ) cos(5 — )
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=2sen(5 +v)(cos(S + ) + cos(5 — 7)) = 2sen(a)(2cos(5) cos(v). [ |

Resolucion de Ecuaciones Trigonométricas m

Funcion seno 4.4.1

Sabemos que la funcion seno es una funcion con dominio los nimeros reales y con
recorrido el intervalo [—1, 1]. Por lo tanto, si queremos encontrar todos los valores reales
que satisfacen la ecuacion sen(x) = a con a € [—1, 1], sabemos que las soluciones seran
infinitas. Encontrarlas a todas ellas, es lo que significa resolver la ecuacién.

. , T T
Para ello, encontremos primero un angulo « € [—5, 5} tal que sen(a) = a. Sabemos
que existe tal « porque la funcion seno en este intervalo es sobre [—1,1]. Si vemos la
figura que esta a continuacién:

: Soluciones a la ecuacion sen(x) = a.

vemos que la funcién seno va a tomar el valor a en los siguientes angulos:
a,(m—a),—(r+a)y — (21 — a),
y como es periddica de periodo 2w, entonces las soluciones seran:
{a+ 2k, (m — a) + 2km, —(7 + ) + 2kw, —(2m — o) + 2k 1 kK € Z}.

Si observamos cuando estamos sumando y cuando estamos restando el angulo a, po-
demos llegar a expresar este mismo conjunto solucién de forma bastante mas agradable.

Conjunto Soluciéon de sen(x) =a:

{kr+(—1)ka : ke Z}.
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Funcion coseno 4.4.2

Similar al caso anterior, buscamos todos los valores reales que satisfacen la ecuacion
cos(x) = a con a € [—1,1], Al igual que antes, buscamos primero un angulo en el
intervalo[0, 7] tal que cumpla con la ecuacion. Vemos del dibujo que esta a continuacion:

)\

LN

: Soluciones a la ecuacioén cos(x) = a.

que la funcidén coseno va a tomar el valor a en los siguientes angulos:

a,(2r —a),—ay — (27 — a),

y como es perioddica de periodo 2w, entonces a los cuatro angulos encontrados,
debemos sumarles 2k.

Nuevamente, observando cuando se suma y cuando se resta a en esta familia, lle-
gamos a la solucion general:

Conjunto Solucion de cos(x) = a :

{2kn o : k€ Z}.

Funcién tangente. 4.4.3

Para resolver la ecuacion tan(x) = a, con a € R, buscamos un angulo «, que esté
en el intervalo abierto (—7/2,7/2) que cumpla con la ecuacion. En este caso, el valor es
unico y como la funcion es periodica de periodo 7, entonces las soluciones son:

Conjunto Solucion de tan(x) = a:

{kn+a @ keZ}.



158 Capitulo 4. Trigonometria

Problemas

Problema 4.12
Resolver sen(x) = sen(2x).

Solucion

sen(x) = sen(2x) < sen(x) = 2sen(x) cos(x) < sen(x)(1 —2cos(x)) =0

<= sen(x) = 0V cos(x) = %

Para sen(x) = 0, tenemos que el « = 0 y por lo tanto, el conjunto solucion es

1 >
{km : k € Z} y para cos(x) = > el a = g por lo tanto, para esta ecuacion,
el conjunto solucion es {2kt + g : k € Z}. Luego, la ecuacion original, tiene por

solucion: -
{km,2km + 3" keZ}

Problema 4.13
Resolver sen(x) = cos(x).

Solucion

Dado que cos(x) = 0 no es solucion de la ecuacion porque en esos valores sen(x) =
+1 entonces la ecuacion es equivalente a resolver

tan(x) = 1
Por lo tanto el conjunto solucion es:

{k7T+£ . ke 7).

Problema 4.14

Resolver
(1 —tan(x)) (sen(2x) + 1) = (1 +tan(x))
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Solucion

Dado que:

2tan(x)
sen(2x) = 2sen(x) cos(x) = 2tan(x) cos?(x) = —————
(2x) (x) cos(x) (x) cos™(x) 1+ tan?(x)
reemplazando en la ecuacion, nos queda:

2tan(x)
1 +tan?(x) +

(1— tan(x))( o) =1+tan(x)

lo que equivale a resolver:

1 — tan(x) B 1)

=0
1 + tan?(x)

(1 + tan(x))<

Esto da como soluciones:
i) 1+tan(x)=0 y
ii) tan(x) =0
Entonces:
i) 1+tan(x) =0 — tan(x) = —1 —>x=k7r—%,keZ y
i) tan(x) =0 > x = km,k € Z
Conjunto solucidn:

™

{km,km — 7]

‘kelZ}

Funciones Trigonométricas Inversas m

Funcioén inversa del seno 4.5.1

La funciéon y = sen(x) no es inyectiva en R pues, por ejemplo sen(0) = sen(r); pero

. . . ™ T . .z .
restringiendo el dominio a [ ~ o E] se obtiene una funcién uno a uno con el mismo
recorrido.

Para ésta se define la funcién inversa:

arcsen(y)=x « (sen(x)=y AN —= <x < g)
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Esta funcion esta definida en el intervalo [—1, 1] y su recorrido es el intervalo [ - g g]
y su grafico esta dado por la figura siguiente:

: Grafico de la funcion arc sen(x).

Funcion inversa del coseno 4.5.2

Para obtener la inversa de la funcién coseno se restringe el dominio al intervalo [0, 7]
con lo cual puede definirse

arccos y=x < (cos(x)=y N 0<x<mn)

funcién definida de [—1, 1] en [0, 7] cuyo grafico se ve en la siguiente figura:

A

™

oIy

€

= 1
\/

: Gréfico de la funcién arc cos (x).
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Funcién inversa del tangente

4.5.3

Para obtener la inversa, la funcidén tangente se restringe el dominio a ] —
cual puede definirse

arctan(y) =x <« (tan(x)=y A T ox< E)

2 2
funcién definida de R en } - g g [ cuyo grafico es el de la figura siguiente:
__________ . N
2
- >
__________ 31 R

: Grafico de la funcién arctan(x).

Las demas funciones trigpnométricas se pueden estudiar en forma similar.

Problemas

Problema 4.15
Expresar en términos de x la funcion cos (arctan(x)).
Solucion

™

2

™

Sea y = arctan(x) entonces tan(y)=x N — 5

<y<

Estamos buscando una expresion para cos(y) . Dado que
1

14+ x2°

tan?(y) + 1 = sec?(y) entonces 1 + x? = sec?(y) = cos?(y) =

Con lo cual tenemos que.

™

2

cos(y) = + pero —— <y < g y la funcién coseno es positiva

1
V1 + x2

™ T

2’2

[conlo
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en este intervalo, por lo tanto

1
NPT

cos(y) = = COS ( arctan(x)) =

1+ x2

Problema 4.16

Expresar en términos de x la funcién sen(2 arc cos (x)).
Solucion
Al igual que en el gjercicio anterior, sea arccos (x) = y entonces

cos(y)=xAN0<y<m.

Luego, sen(2y) = 2sen(y)cos(y) = 2x sen(y).
Dado que:
sen?(y) + cos?(y) = 1 = sen?(y) = 1 — x* = sen(y) = £v1 — X2,

Pero 0 < y <7 y en este intervalo la funcion sen(y) es positiva o cero.

Por lo tanto:
sen(2arccos (x)) =2xv/1 —x2, para|x| <1

Problema 4.17
Demostrar que
n
arcsen (x) + arccos (x) = 5

Demostracion
m
Seaa = > —arcsen (x). Entonces:

cos(a) = cos <g — arcsen (x)) = sen (arc sen (x)) = X.

, m
Ademas, como 3 < arcsen (x) < -, entonces 0 < a <, por lo tanto

N
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s
cos(a) = x <= arccos (X) = a <= arccos (x) = 5 arcsen (x)

con lo cual se tiene que:

T
arcsen (x) + arccos (x) = 5
[ |
Problema 4.18
Resolver: -
arctan(x) + arctan(2x) = 7
Solucion

Sea arctan(x) = u < tan(u) = x A —g <u< g

Sea arctan(2x) = v < tan(v) = 2x A —g <Vv< g

Entonces tenemos que resolver:

u+v="
+V=—
4

Aplicando la funcion tangente, resolver la ecuacion dada es equivalente a resolver:

tan(u+v) = tan(%)

Esto es equivalente a resolver:

tan(u) + tan(v) X +2X 5
=1 =12 —1=
1 —tan(u) tan(v) 1—2x2 X+ 3x 0

Las soluciones a esta ecuacion cuadratica son: { 5 5

3-17 3+\/ﬁ}

. 3—- V17 ., . >
Sin embargo, ———— es un numero negativo, lo que no puede ser solucion de
nuestra ecuacion original. Por lo tanto la unica solucion de la ecuacion inicial es

3++17
X=T.
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Problema 4.19
Demostrar que:

cos <arc sen(x)) +sen (2 arc cos(x)) = (1 +2x) V1—x2,
Demostracion
Seaarcsen(x) =u<=sen(u)=x N —
Seaarccos(x)=v<=cos(V)=x A 0 <u<m.(Il
Entonces:
cos(u) + sen(2v) = cos(u) + 2sen(v) cos(v) = cos(u) + 2x sen(v)

Pero ya hemos visto en ejercicios anteriores que a partir de (I), se dedu-
ce que cos(u) = /1 — x2 y a partir de (ll) se deduce que sen(v) = v/1 — x2.

Por lo tanto:

cos(u) +sen(2v) = V1 — x2+2x\/1 — x2 = /1 — x2(1 + 2x).
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Resolucion de Triangulos m

Area de un triangulo 4.6.1

En lo que sigue de ésta seccidn, se considerara el triangulo ABC dado en la siguiente
figura:

: Triangulo ABC.

, ., . , 1
Sabemos que el area de un tridngulo se calcula por medio de la férmula 5 base

por altura. Si conocemos la longitud de dos lados del triangulo (a y b) y el angulo ( v )
incluido entre estos lados tenemos el siguiente:

‘ L 1
Teorema Area del triangulo = 5 absen(y).

Demostracion

Consideraremos dos casos separados:

i) El angulo ~ es agudo. Esta situacion se refleja en la figura siguiente:

: Caso angulo ~ agudo.
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1—7, con lo cual h = bsen(v) y por lo tanto el

En este caso tenemos que sen(v) = b

, 1
area es Eab sen(v).

ii) El angulo ~ no es agudo. La siguiente figura refleja esta situacion:

L ™

A
: Caso angulo v no-agudo.

h
En este caso, vemos que sen(w — ) = b por lo tanto h = bsen(v) y nuevamente

1
el area es §ab sen(vy).

Teorema del seno 4.6.2

Teorema En todo triangulo ABC se cumple:

sen(a) sen(3) sen(y)
a b ¢

Demostracion

. , . 1
Por el teorema anterior, tenemos que el area del triangulo ABC es > ab sen(vy) pero tam-

> 1 o1
bién es 5 ac sen(s) y tambien > b c sen(a).

Luego
ab sen(y) = ac sen() = bc sen(a)

Dividiendo estas igualdades por abc se obtiene el resultado. [
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Teorema del coseno 4.6.3

Teorema En todo triangulo ABC se cumple:

()
a = b? + ¢® — 2bc cos(a)

(i)
b? = & + ¢® — 2accos(B)

()

c? = & + b®> — 2abcos(y)

Demostracion

Demostraremos (l). El resto se hace en forma analoga.

Colocamos el triangulo ABC en el plano, poniendo el vértice A en el origen, tal como
lo muestra la siguiente figura:

A
C(bcos(a), bsin(a))

>

A0,0) ¢ B(c, 0)>
\J

: Demostracion del Teorema |4.5.

Entonces, calculamos la longitud a como la distancia entre dos puntos:

& = (bcos(a) — ¢)? + (bsen(a) — 0)2 = b?cos?(a) — 2bccos(a) + ¢2 + b? cos?(w)

= b? + ¢® — 2bccos(a).
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Problemas Resueltos 4.6.4

Problema 4.20

Demostrar que en todo tridngulo ABC se cumple:

= a=bcos(y)+ ccos(f)
» b=ccos(a)+acos(y)
= c=acos(f) + bcos(a).

Estas propiedades se conocen como teorema de las proyecciones.
Solucion

Demostraremos |4.20, el resto se hace de manera similar. Tenemos que:
b? = & + ¢® — 2accos(p), (/)
c? = @& + b? — 2abcos(), (/)

Sumando las dos ecuaciones, obtenemos:
b? + ¢® = 2a% + b? + ¢® — 2accos(3) — 2abcos(y)
Esto implica que

a = accos(B) + abcos(y) = a = bcos(y) + ccos(f).

Problema 4.21

Demuestre que en todo triangulo ABC se cumple que:

sen(a — 3) & —b?

sen(a + ) c?

Solucion

sen(a — B)  (sen(a)cos(s) — sen(S) cos(a)

sen(a+ )  (sen(a)cos(s) + sen(S) cos(a))
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Utilizando el Teorema del Coseno, tenemos que:

sen(a) (& +¢® — b%)  sen(f) (b* + ¢® — &)

__ a 2c b 2c
sen(a) (&% + ¢? — b?) .\ sen(B) (b? + ¢® — &)
a 2c b 2c

Utilizando el Teorema del Seno, nos queda:

sen(a) /(&% +¢c® — b?) (b?+c? — a°)
__ a < 2c _ 2c > _a&-p
sen(a) ((a2 +C? — b?) .\ (b? + ¢ — a2)> cz
a 2c 2c

Problema 4.22

Demostrar que el area del triangulo ABC es:

A=+/s(s—a)(s— b)(s—c)

a+b+c>
5
Esta propiedad es conocida como la férmula de Herén.

donde s es el semiperimetro del triangulo (s =

Solucion

1
Sabemos que A = > ab sen(y), luego

= —avzb2 sen®(y) = 1 a b? (1 cos (7))

Z
=%azb2(1+cos )( — cos(y ) ()

Utilizando del teorema del coseno, ¢® = & + b°> — 2ab cos(v), obtenemos que:

2 2
cos(y) = aZJrszC y por lo tanto:
2ab+ & + b? — ¢? (a+b) —c? _(a+b+o)(a+b- c)
1 +cos(vy) = 5ab 5ab 52b ()

También:

169
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2ab— & —b*+c®> —(a—b)’+c®> (c+a—-b)(c—a+b
1—cos(y) = 2ab - 2a1)o - 2)a§b L)

Al reemplazar (1) y (lll) en (1), se obtiene el resultado.

Problema 4.23

Un piloto parte de un aeropuerto y se dirige en direccion N20°E, volando a 2000
millas por hora. Después de 1 hora, hace correccion de curso y se dirige N40°E.
Media hora después, un problema del motor lo obliga a aterrizar. Encuentre la dis-
tancia entre el aeropuerto y su punto de aterrizaje final.

Solucion

La siguiente figura grafica la situacion.

: Diagrama para el Problema 4.23.

Usando el teorema del coseno, tenemos:
b? = & + c® — 2accos(3)
Ademas [ = (180 — 40) + 20 = 160°.

Reemplazando queda que
b = /2002 + 1002 — 4000 cos(160)
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Ejercicios Propuestos

1. Si tan(a) = pzzquz , exprese cos(a) y

cosec(a) en términos de py q.
. Si b tan(a) = a, calcule el valor de

a sen(a) — b cos(a)
a sen(a) + b cos(a)

. Calcule el valor numérico de

(sen(3) voos () )"+

(sen(3) = cos(5))’

. Demuestre que

cot?(a) sen®(3 — a)
cot(a) + cos «

tan(g — «a)—cos(a)

. Demuestre las siguientes identidades:

(a) tan(a) + cot(a) = sec(a) cosec(a)
(b) (tan(a) cosec(a))z—
(sen(a) SeC(O&))Z =1
1 1
1 —sen(«) M +sen(a)
(d) 1 + L =1

1+sen?(a) 1+ cosec?(a)

(e) ( sen(a) + cosec(a)) “

(cos( ) + sec(a ))
= tan?(a) + cot?(a) +
(f) sen*(« (3 2sen?(a )+
cos*(a (3 2 cos?(a )) =1

=2sec? «

(c)

2

(g) cosec®(a)— cotb(a) =
1 + 3 cosec?(a) cot?(a)

171

(h) <tan(a) +cot(a))2+
(tan(a) - cot(a))2 -
2(sen*(a) + cos*(w))
sen?(a) cos?(a)

(i) (sen(a) cos(s3) + cos(a) sen(ﬂ))2+
<cos(a) cos(s) — sen(«) sen(s) °

—

() sec?(a)cosec?(B)+

tan?(«) cot? (8) — sec?(a) cotz(ﬁ)
tan®(a) cosec?(B) =

2 1 -—cos(f) )

(k) (cosec(@) - cot(9)) 1+ cos(0)

| cot?()  cot?(B) _

Y sen?(8) sen?(a)
cot?(a) — cot?(p)

(m) cosec®(9) — cot®(h) =

1 + 3 cosec?(d) cot?(9)

1
cos(20)+ 3 cos(40)

(A) cot(20) =

1 +sen(26) + cos(26)
1 +sen(26) — cos(26)

= cot(f)

(p) cos(46) =8 cos*(g) — 8 cos?(f) + 1
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(s) 4 cos(f) cos(20) sen(30) =
sen(26) +sen(4 6) + sen(66)

cos(f) + cos(4 0) + cos(7 0)

® sen(9) +sen(40) +sen(76)
cot(4 0)

6. Determine periodo, amplitud y fase pa-
ra cada una de las funciones siguientes.
Grafique en un periodo completo.

(a) f(x) =2 sen(x)

(b) f(x) =2 sen(3x)

(c) f(x)=2sen(3x+m)

(d) f(x)=2sen(3x+m)—3

(e) f(x) =2 sen(3x+m)+2 cos (3 x+g>

7. Exprese cos (g +a> + sen(mr — «)—
sen(r + a) —sen(—a) en términos de
sen(a).

8. Demuestre que tan(a)+ tan(r — a)+
7T
cot (E + a) =tan(27 — )

9. Sin usar calculadora, calcule el valor nu-
mérico de sen (870°) y de cos (1530°).

10. Si tan(25°) = a, exprese en términos de
a:

tan(205°) — tan(115°)
tan(245°) + tan(335°)

11. Calcule el valor numérico de
sen(15°), sen(75°) y tan(36°).

12. Desde la cuspide de un faro de 80 m. de
altura, se observan hacia el oeste dos bo-
tes segun angulos de depresion de 60° y
30°. Calcule la distancia que separa a los
botes.

13. Un asta de bandera esta enclavada en
lo alto de un edificio. Desde un punto si-
tuado en el suelo, a 12 m. del edificio,
se observa el techo del edificio segun un
angulo de elevacion de 30° y la punta
del asta segun un angulo de elevacion de
60°. Calcule la altura del edificio y la lon-
gitud del asta.

14. Descendiendo por una colina, inclinada
en un angulo « respecto del plano hori-
zontal, una persona observa una piedra,
situada en el plano, segun un angulo de
depresién 5. A mitad del descenso, el an-
gulo de depresién es ~v. Demuestre que:

cot(a) = 2 cot(8) — cot()

15. Determine cuales de las siguientes fun-
ciones son periddicas, indicando el perio-
do de las que lo son:

m f(x) = cos(2x)
= f(x) = cos(x?).
m f(x) = x +sen(x)
m f(x) = cos(sen(x))
(x)
(x) =

16. Dado el grafico de cos(x), bosquejar el
. X
grafico de cos(2x) y cos <§>

17. Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) sen <6x — %) =sen (2x + %)
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18.

19.

20.

(b) sen (3X — g) = COS (x + %)

(c) cos(x) +cos(3x)+
cos(5x) +cos(7x) =0

(d) tan*(x) —4tan?(x) +3 =0

5
(e) sen*(x) + cos?*(x) = 8
(f) 2cos?(x) +4sen?(x) =3

(9) (tan(x) — 1)(tan(x) + 3) = 2tan(x)

(h) 4sen3(x) — 2sen?(x)—
2sen(x)+1=0

(i) 2cos(x) +2v/2 = 3sec(x)

(j) tan(x) — cot(x) = cosec(x)

Dibuje la grafica de la funcion :

f(x) = cos (2 x) + cos (3 x)

en un periodo completo y aproxime las
raices de la ecuacion f(x) = 0.

Resuelva la ecuacion:
cos(2x)+cos(3x)=0

Demuestre que:

(@) sen (2 arcsen(x)) =2x+v/1— x2

(b) arcsen(x) + arccos(x) =

NS

(c) arctg X = arcsen(x),
Vi—x

x| <1

(d)

173
cos[arctg (cos(arcsen x))] =
1

V2 - x2

21. Demuestre que en todo A ABC, se tiene:

(@)

csen(a—pB) a —b?
b sen(y —a) 2 — &2

sen (ﬂ + %) cos (%) =

pre cos(3) cos (757

b+c 2 2

sen(a — B) & — b?
sen(a+3) 2

a—p
+b COS(2>

c v
sen (2)
Formula de Mollweide

cos(a) cos(B) cos(v)
a b

P
&+ b2 + c?
2 abc

1 1, 1_s
ha hb hc B A
s: semiperimetro y A es el area del

AABC

o10(3)-2 () 000 (3) -

p es el radio de la circunferencia ins-
critaal A ABC

22. Demuestre que si en un A ABC se tiene:

(@)

cos(a) +2 cos(y) _ sen(p)
cos(a) + 2 cos(B)  sen(y)
entonces el triangulo es isdsceles o
rectangulo.

b
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(b) [sen(a) + sen(s) + sen(y)] x
[(sen(a) + sen(B) — sen(v)] =
3 sen(a) sen(f) ,

entonces ~ = 60°

(c) c(a+b) cos <§) =

b(a+ c) cos (%) :

entonces el triangulo es isosceles.
23. (a) Un avion vuela desde una ciudad A
a otra ciudad B, distantes 150 mi-
llas, luego cambia su rumbo en 30°
y se dirige a una ciudad C, que esta
a 300 millas de A. Determine la dis-
tancia entre las ciudades By C.

(b) El capitan de un buque en el mar
divisa dos faros que distan 3 millas
entre ellos, a lo largo de una costa
recta. El determina que los angulos
formados por las dos visuales a los
faros y la perpendicular a la costa
son de 15 y 450, Determine a que
distancia estd el buque del ambos
faros.

(c) Para determinar la distancia entre
dos casas Ay B, un topégrafo ubi-
cado en un punto O, determiné que
el ZAOB = 759 sabiendo que la
distancia OA = 50 piesy OB = 70
pies, encuentre la distancia entre A
y B.

(d) Una caja rectangular tiene largo 10
cm, ancho 6 cm y alto 8 cm. De-
termine el angulo 6 que forma la
diagonal de la base con la diagonal
del lado 6 x 8.

24. Demuestre que en todo triangulo ABC se
tiene:

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Capitulo 4. Trigonometria

(a) (b+c)cos(a)+(c+a)cos(6)+
(a+b)cos(y)=a+b+c

1+c0s(7) cos(a — ) & +b?

1 +cos(p) cos(a —~) a2 +c2
asen(B—~)  b?sen(y—a)
sen(B) +sen(y) sen(y) + sen(a)
c?sen(a—f) _
sen(a) + sen(y)

(b)

(c)

Si en un triangulo se tiene cot (g) =

a+c .
5 demuestre que el triangulo es rec-

tangulo.
Si en un triangulo se verifica
(& + b?)sen(a — fB) = (& — b?)sen(a + f3)

demuestre que el triangulo es isdsceles o
rectangulo.

Demuestre que si en un triangulo ABC se
verifica que « =2 3, entonces

a =bb+c).
Demuestre que en todo tridngulo se cum-
ple que:
b? sen(2+) + ¢? sen(2 8) = 2ac sen(p)

Demuestre que en todo triangulo ABC, se
tiene que:

(a) 2 sen? (g) _ (a+b20)éacb+c)
ay_ 1 [(s—a(s—b)s—0)
(b) tan (2>=s—a\/ .

donde s es el semiperimetro del

triangulo ABC <s - % )

Los pistones de un motor de automovil
suben y bajan en forma repetida para ha-
cer girar el cigiiefial como se muestra en
la figura. Encuentre la altura del punto P
arriba del centro O del cigliefial en térmi-
nos del angulo 6.
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31.

32.

YA

5,
\
\
\

8 bylgadas

: Diagrama del ejercicio [30.

Para medir la altura de un acantilado inac-
cesible en el lado opuesto de un rio, un
topografo hace las mediciones mostradas
en la figura. Encuentre la altura del acan-

R

200 m lla

51.6°

: Diagrama del ejercicio 31.

Un topdgrafo ha determinado que una
montafia mide 2.430 pies de alto. Desde
la cima de la montafia mide los angulos
de depresion hasta dos sefales en la ba-
se de la montafna, y encuentra que son
420y 390, El 4ngulo entre las lineas de vi-
sion y las sefales es de 68°. Calcule la
distancia entre las dos sefales. En la si-
guiente figura se describe la situacion.

33.

34.

35.

175

2430 pies

: Diagrama del ejercicio [32.

Si un proyectil se dispara con velocidad
Vo Y un angulo 6, entonces su alcance,
es decir la distancia horizontal que reco-
rre en pies esta dada por la funcién
V2 sen(20)
rd) = 3

Si vp = 2.200 pies /s¢qué angulo en gra-
dos se debe elegir para que el proyectil
dé en el blanco en el suelo a 5.000 pies
de distancia?

En Filadelfia, la cantidad de horas de luz
de dia L(t) en el dia t, donde t es el nUme-
ro de dias después del primero de enero,
se modela con la funcién
27
L(t) = 12 +2.83sen (365(1‘ - 80))
= ;Qué dias del afo tienen alrededor

de 10 horas de luz de dia?

» ;Cuantos dias del ano tienen mas
de 10 horas de luz dia?

Una senal de transito de 10 pies de ancho
esta junto a una carretera. A medida que
el conductor se aproxima la sefial, cambia
el angulo 6 de visién.

» Exprese el angulo de visién 4 en fun-
cién de la distancia x entre el con-
ductor y la sefal.

= |a sefal es legible cuando el angulo
de vision es de 2° o mas grande.; A
qué distancia x la sefal ya se puede
leer?
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A~ ) T 8
| +10 pies
L &5 K P
) \
‘
=ﬂ “
\‘ X
A Y
‘\
\\9’

: Diagrama del ejercicio [35.
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N

. Demuestre que

cos(arcsen(x)) + sen(2arccos(x)) = (1 +2x)v/1 — x2

. m
. Demuestre que sia + +v = 5 entonces:

sen(2a) + sen(2/3) + sen(2v) = 4 cos(a) cos(3) cos(y)
a) Determine todos los x € (—1, 0) tales que

arc sen(x) = arccos(x) — arcsen(3x + 2)

b) Resuelva
(1 —tan(x))(sen(2x) + 1) = 1 + tan(x))

. Demostrar :
a)
Q@ ay\2 1+cos(2a) o
(Sen (E) + COS (E) ) + TS(ZO{) =1+ Sen(Oé) + cot (Oé)

b)
Vx € R (cos(x) + c0s(2x) + cos(3x) + cos(4x) = 4cos (g) cos(x) cos (52—)(»

. Resuelva la ecuacion

cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) = 0
. Demuestre que en cualquier triangulo A ABC, se verifica que:

2 (bc cos(a) + accos(f3) + ab cos(v)) =& +b%+c?

. Demuestre que en cualquier triangulo A ABC, se verifica que:

bcos(3) + ccos(y) = a cos(f — )
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Numeros Naturales

En el Capitulo [2, Definicién [2.26], se introducen los nimeros naturales como el con-
juntoN={xeR:x=1+1+..+1}, esdecir, un nUmero natural es un nimero real que
se obtiene a partir del numero 1 reiterando la operacién de sumar 1, cero 0 mas veces.
Por lo tanto, es claro que 1 € Ny que si x € N entonces x+1 € N. Estas dos propiedades
son las que caracterizan a los nUmeros naturales y nos permiten realizar demostraciones
de proposiciones del tipo Vx € N p(x).

Sea | C R, | se dice inductivo si y solo si:
i)1el
ii) Vx € R(xe I (x+1) € /).

179



Ejemplo 5.1

Los siguientes son conjuntos inductivos:

Z,Q R R, {xeR:x>1}

Ejemplo 5.2

N es inductivo.

Ejemplo 5.3

Ningun conjunto finito es inductivo, pues al ser finito, buscamos el nimero mas grande
que aparece en él, lo llamamos r, entonces r+1 ya no esta en el conjunto pues es mayor
que el mas grande.

Sea | conjunto inductivo, entonces N C |.

Sea x € N, entonces (x e RAx =1+...+1). Dado que | es inductivo, tenemos que 1 € I,
porlo tanto,1+1 € I, luego 1+ 1 +1 € I. Reiterando este proceso, obtenemos que x € |I.

Por lo tantoN C |.

Por lo tanto, estamos en condiciones de reemplazar la definicion intuitiva utilizada
hasta el momento, por la siguiente:
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LYl W4 Conjunto de los numeros naturales

N ={x € R: x € [, para todo conjunto inductivo I}.

Dado que los naturales son un subconjunto de los numeros reales, muchas de las
propiedades de R se traspasan automaticamente a N, sin embargo, al ser un subconjunto
propio de R, tiene caracteristicas propias. Algunas de estas propiedades especificas son:

Teorema

(1) ¥x € N(x > 0)
(1) Vx e N(x=1v3dy e N(x=y+1))

Demostracion

(i) Seal; ={x e N:x >0}
I es inductivo:
a) 1 €, pues1 > 0 como se probé por medio de la axiomatica de orden en el
campo R,
b) Seax € |y entonces x e Nyx >0;luegox+1eNycomox+1>1>0,se
tiene que x + 1 € I,. Es decir |, es inductivo.

En consecuencia, N C I,; es decir:

Vx € N(x > 0).

(i) Sealh ={xeN:(x#1—-3JyeNx=y+1))}
Probemos que I, es inductivo.

Efectivamente, 1 € |, pues 1 € N y el antecedente de la implicacion es falso; por lo
tanto, la implicacion es trivialmente verdadera.



Sea ahorax € Iy entoncesx e Ny (x #1 — Jy e N(x =y +1)).

Queremos demostrar que x +1 € I;. Como x +1 # 1 (por (i)) y como ademas x € N
implica que x + 1 € N, entonces sdlo nos resta ver que

dJyeNX+1=y+1)

lo que es obvio.
Por lo tanto I, es inductivo, luego N C .

Es decir, Vx e N(x #1 — dy € N(x = y + 1)),0 sea:
VxeNx=1VvdyeNkx=y+1)).

Efectivamente, en ambos casos, queriamos demostrar que vx € N ¢(x). (Donde
©(x) es la propiedad que dice x > Oenelcaso ()yes(x =1Vvdy € Nx = y+
1)) en el caso (ii)).

Un esquema del método usado en ambas demostraciones es el siguiente:
(i) Construimos /; = {x € N : x cumple con la propiedad ¢} lo que denotamos por
L ={xeN:px)}
(i) Demostramos que /; es inductivo, es decir:

(i) 1 € I lo que es equivalente a demostrar que 1 tiene la propiedad ¢, es decir,
e(1).

(i)p (x € h — x+1 € 1), es decir:
Si x € N entonces (¢(x) — o(x + 1)).

(iii) Concluimos que N C /;, es decir:

Vx e N p(x).
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Lo que acabamos de esquematizar es el Primer Principio de Induccion Matematica
que nos entrega un método para demostrar cualquier propiedad ¢(x) para todos los x
naturales.

Teorema (Primer Principio de Inducciéon Matematica)
Sea p(x) una férmula que contiene a x, entonces:
[e(1) AVX € N(p(X) = o(x +1))] = Vx € N p(x).

Demostracion

Al tomar como I, = {x € N : p(x)} se ve que es inmediato, de las hipdtesis del
teorema, que I, es inductivo y, por lo tanto, N C Iy, es decir:

Vx € N p(x).

Observaciones

El Teorema 5.2 nos dice que si queremos demostrar una propiedad p(x) para
todo x € N, nos basta con demostrar dos cosas:

(@) ¢(1)
(b) Vx € N(p(x) — o(x +1))

Una justificacion intuitiva de este principio es la siguiente:

©(1) es verdad por (a), luego aplicando (b) tenemos que (¢(1) — ¢(2)) es
verdad, con lo que concluimos que ¢(2) es verdad, nuevamente aplicando (b)
tenemos que (¢(2) — »(8)) es verdad, por lo tanto ¢(3) es verdad.

Este procedimiento podemos realizarlo para cada x natural y por lo tanto es
claro que Vx € N (x) es verdad.
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Problemas

Problema 5.1

Demostrar que Vn € N (4" — 1 es divisible por 3).

Demostracion

Sea p(n) la proposicion que dice que 4" — 1 es divisible por 3.

Entonces queremos demostrar que Yn € N ¢(n); o sea la tesis del Teorema 5.1 y
por lo tanto deberemos probar sus hipotesis; en otras palabras:

(i) (1)
(if) ¥n € N(p(n) — o(n+1))

Efectivamente,

(i) (1) es verdad porque 4' — 1 = 3 es divisible por 3.

(i) Sean € N y supongamos ¢(n) verdadero, lo que significa que 4"—1 es divisible
por 3, (en general, suponer p(n) verdadero es lo que se llama hipodtesis de
induccion que denotaremos por H.lI.).

Veamos entonces que, bajo esta H.I.,4™" — 1 es también divisible por 3.
En efecto:
4™ 1 =4".4-1=4"3+1)—1=3-4"+4"—1 |
A B

tenemos que 4™' —1 es A+ B donde A = 3 - 4" es miltiplo de 3 y B = 4" — 1 es
multiplo de 3 debido a la H.I. Por lo tanto A + B es multiplo de 3; con lo que queda
demostrado que 4™' — 1 es mudltiplo de 3 y por lo tanto divisible por 3, es decir

o(n+1).

Luego, Vn € N(4" — 1) es divisible por 3). [ |
Problema 5.2
Probar que Vn € N <1 +2+---+N= n(n2+ 1)).

Demostracion

Siguiendo el mismo esquema del problema anterior, sea:

nn+1)

en):1+2+---+n= 5
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Entonces
i 1.2
(i) (1) es verdad porque 1 = —~

(i) Sea n € N y supongamos que p(n) es verdad, es decir:

Hi: 1+24...4n= 20+
2
pero:
1 1
1424 ana(ne )t MOH )+(n+1)=(n; )in+2)
luego, p(n + 1) es verdad.
Porlotanto,VneN(1+2+...+n=”(”2+1)>_ =

Para demostrar que una propiedad ¢(x) es valida a partir de un cierto numero natural,
tenemos el siguiente principio:

Teorema E¥¢ Sea a e N, y sea ¢(x) una formula que contiene a x, entonces:

Si
trado.

[p(@a) AVX € N((x > an p(x)) = p(x+1))] = Vx € N(x > a— ¢(x)).

a = 1, se obtiene el principio de induccion del Teorema 5.2 anteriormente demos-

Demostracion

Seali={xeN:(x>a— p(x))} paraacN.

Veremos que I, es inductivo.

Tenemos que 1 € |, porque si

(i)

(ii)

1 > a entonces a = 1 y por hipdtesis se tiene que p(a) es verdad, luego, p(1) es
verdad implica1 € |;.

1 2 aentonces (1 > a— (1)) es verdad trivialmente, pues el antecedente es falso.
Luego 1 € I.
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Sea ahora x € Iy, entonces x € N y (x > a — ¢(x)).
Luego x +1 € N, y tenemos dos casos:

a) Six > aentonces x+1 > a+1 > a; luego, (x € I A x > a) entonces ¢(x) es verdad
y por la hipdtesis del teorema ¢(x + 1) es verdad; por lo tanto,

(x+1>a— p(x+1)).

Luego (x +1) € I;.
b) Six * a se tiene que x < a y por lo tanto x + 1 < a; luego:
(b.1) si x +1 = a entonces, como p(a) es verdad por hipdtesis, se tendra que
(x+1>a— p(x+1))

yporlotantox +1 € .

(b.2) six+1 < a, entonces, (x+1 > a— p(x+1)) es trivialmente verdadero porque
Su antecedente es falso; por lo tanto (x + 1) € k.

Luego, hemos demostrado que I, es inductivo con lo que N C Iy, o sea:

Vx € N(x € h),
es decir
Vx € N(x > a — ¢(x)).
[ ]
Problemas
Problema 5.3

ProbarqueVne N(n>3 — 2n+1 < 2")).

Demostracion

Aqui la propiedad es p(n) : 2n+1 < 2".
Veamos entonces: (i) ©(3)

(i) (n=3Ap(n) —p(n+1)

(i) ©(3) es verdad pues7 < 8 = 23
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(i) Sea n € N tal que (n > 3 A ¢(n)); entonces

2n+1<2"  (HL).

Como n > 3, entonces n > 1, y por tanto 2" > 2" = 2.

Asiomt =on. 2 —onyon s on 0 on 1422 2(n+1)+1; es decir, p(n+1) es
verdad.

Con lo que hemos demostrado:

VneN(n>3—2n+1)<2").

Problema 5.4

Probar que si en una sala de clase hay un nimero arbitrario n de alumnos y al me-
nos uno de ellos tiene los ojos azules, entonces todos ellos tienen los ojos azules.

Es claro que este ejercicio no puede ser correcto; basta con observar una sala de
clases. El propésito de desarrollar este problema y dar una demostracion por induc-
cion, la que obviamente tendra una falacia, es enfatizar la importancia de utilizar
correctamente el principio de induccion, teniendo en cuenta que al pasar de p(n) a
e(n+ 1), la argumentacion debe ser valida para cualquier natural n. Es recomenda-
ble que el lector trate de descubrir la falla de la demostracion por si s6lo. En caso
de que no la encuentre, vea la indicacion que se da al final del ejercicio.

Demostracion

Haremos la demostracion por induccion sobre el numero de alumnos n de la sala
de clases.

Si en la sala se encuentra un solo alumno (es decir, n = 1), entonces, como por
hipotesis debe haber alguno con la propiedad, él debe ser el unico alumno que
tiene los ojos azules, por lo tanto (1) es verdad.

H.l. : p(n) : Cada vez que en una sala con n personas hay a lo menos una que tiene
los ojos azules, entonces todas las personas tienen los ojos azules.

Demostremos entonces po(n+ 1). Para ello supongamos que tenemos una sala con
(n+ 1) alumnos y que hay a lo menos uno de ellos con los ojos azules.

Tomemos un subconjunto A de personas de la sala formado por (n — 1) de ellos
arbitrarios y la persona de los ojos azules.

Luego A es un conjunto de n personas y una de ellas tiene los ojos azules; por
lo tanto, aplicando H.l., todas las personas de A tienen los ojos azules. Tomemos
ahora un subconjunto A" de la sala de clases formado por (n — 1) personas de A
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y el alumno que no habia sido incluido en el paso anterior. Entonces, nuevamente
aplicamos la H.l. y obtenemos que en A’ todas las personas tienen los ojos azules,
pero nuestro conjunto original es AUA’ y todas las personas de A como de A’ tienen
la propiedad buscada; por lo tanto, todas las (n + 1) personas de la sala tienen los
ojos azules.

[Indicacion: Considere la argumentacion dada para pasar de una a dos personasj.

Definiciones Recursivas

Para entender el sentido de las definiciones recursivas, analizaremos en primer lugar
el siguiente ejemplo:

Supongamos que estamos trabajando con los numeros reales y con las dos operacio-
nes usuales: suma y multiplicacién. Queremos definir la exponenciacion natural; es decir
para cada a € R, n € N deseamos obtener correctamente a".

En realidad, lo que queremos es expresar de alguna manera matematica la siguiente
lista infinita de férmulas:

a'=a
&=a-a
a=a-a-a

nveces

: Ejemplo de una definicién recursiva.

Por un lado, esta seria una definicion que nunca se acabaria. Sin embargo, en este
caso los puntos suspensivos significan multiplicar n veces a por si misma y habria, en
cierta forma, una definicién recursiva.
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En otros casos, los puntos suspensivos pueden tener un significado ambiguo, como
por ejemplo:

Si queremos completar la sucesion:

no nos queda claro lo que aqui significan los puntos suspensivos, pues la podriamos
completar de varias maneras; por ejemplo:

1, -1, 1, =1, 1, —1,..., 0 quizds como:

1, 1,1, 2, -1, -2,1, 2,3, -1, -2, -3, ...
o también como:

1, -1, 1,1, =1 =1, 1, 1,1, =1, =1, -1, ...

No se trata de eliminar absolutamente las expresiones con puntos suspensivos, sino
mas bien evitar aquellas que dan lugar a ambigiedades.

Volviendo al problema de la exponenciacion, nos damos cuenta que debemos escribir
tantas definiciones como numeros naturales hay; lo que no terminariamos jamas de ha-
cer. Esta lista infinita de definiciones se puede reemplazar por una ley clara de formacion:

a'=a

VneN(a™' =a"- a)

de modo que al introducir valores de nen ella, se obtengan las posibles exponenciaciones
naturales de a.

Esta ley de formacion da el valor de a' y luego el de cada a™' en funcion del ya
obtenido a".

Esta es exactamente la idea de las definiciones por recursion, y su justificacion esta
dada por el siguiente teorema, que nos dice que tales definiciones son correctas en
el sentido de existir una anica funcién que cumple con la propiedad de la definicion.
Daremos s6lo una demostracion intuitiva.

Teorema Sea a € R y G una funcion real, entonces existe una unica fun-
cion F tal que (Dom(F) =N A F(1) =aAnVn e N(F(n+1) = G(F(n)))).



(i) _ La idea de la demostracion de la existencia de la funcion F es cons-
truirla paso a paso a partir de la propiedad que queremos que ella cumpla, es decir,

queremos una funcion F cuyo dominio sea N y por lo tanto tenemos que construir
F(n), para todo n € N.

Sin=1 entonces sea F(1) = a, es decir, (1,a) € F

Sin =2 entonces sea F(2) = G(F(1)) = G(a), es decir, (2, G(a)) €

Si n =3 entonces sea F(3) = G(F(2)) = G(G(a)), o sea (3, G(G(a )) € F.
Intuitivamente F es {(1, a), (2, G(a)), (3, G(G(a))), ...}

La dificultad técnica es que debemos construir F como conjunto de pares ordena-
dos para luego demostrar que tal F es efectivamente la funcion que cumple con las
exigencias del teorema.

(ii) - La unicidad de F se demuestra sin problemas por induccion.
Supongamos que H es otra funcion que cumple con el teorema, entonces sea

I={neN:F(n)=H(n}

Luego 1 € | pues F(1) = a= H(1). Ademas si n € |, entonces
F(n+1) = G(F(n)) = G(H(n)) = H(n+ 1)

porlo tanto (n+1) € 1.

Luego Vn € N(F(n) = H(n)) y como F y H son dos funciones con el mismo dominio
N que coinciden sobre todos los elementos de su dominio, se concluye que F = H.
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Ejemplos

Ejemplo 5.4

La definicion de Factorial.

Se define la funcion factorial como una funcion con dominio N y se denota por n! .

11 =1

(n+1)! nl(n+1), para ne N

Veamos que efectivamente se trata de una definicion recursiva.
Sea G: R x R — R definida por
G(a,b) = a- b, a,beckR.

Entonces,
1l = 1

(n+1)!

(*)

G(n',n+1), para ne N

En este caso, la funcion conocida G es una funcion binaria que corresponde a la multipli-
cacion de numeros reales, y asi la funcion factorial se define en forma recursiva a partir
de a = 1 y la funcion G segun el esquema (x), y corresponde a una generalizacion del
teorema [5.3.1]

Ejemplo 5.5

La definicion de Sumatoria.

Sea {a;}ien Una sucesion. Se define sumatoria de la siguiente manera:

n
8 =) _ a+ani, para N€N
k=1 k=1 /
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Para entender correctamente esta definicion como un ejemplo de definicion recursiva,
n

debemos tomar conciencia de que se trata de definir el simbolo Z f(K) y para ello sea
k=1

ysea G:R x R — R definida por G(a, b) = a+ b.
Entonces

y esto nuevamente corresponde a una generalizacion del esquema recursivo del Teore-
ma 5.4 con a = a; y G la funcion binaria de la suma, en todo caso, esta definicion nos
esta entregando una herramienta para escribir sumas arbitrarias:

2 1

Zak+a2=a1 + a.
k=1 k=1

N

2

Zak+ag=a1+ag+a3.
k=1

A\
n w
QD
=
I

en general,

n

d ak=ar+ap+ag+t--+an
k=1
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Ejemplo 5.6

La definicion de Productoria.

Sea {a;i}icn, se define el producto de la siguiente manera:

1
Hak =ar .
k=1

n+1 n
ITa= (Hak> +@nyy, para NEN
k=1 k=1 J

Este ejemplo es muy similar al 5.5 y nuevamente nos entrega una herramienta para
escribir productos arbitrarios:

—
P
I
LY
Q

L
I
L
&
&

y en general,

—>
©
=
I
L
&
®
3

Ejemplo 5.7

La definicion de Unién de Conjuntos.
Se define recursivamente la union de elementos de la familia {A; : i € N} por:

1
U A = A
i=1
n+1

UA,- = (LHJA,-) UAn1, para neN
i=1 i=1

= y,

En este caso, la definicion recursiva del simbolo UiL, esta basada en la operacion binaria
G definida sobre subconjuntos de un conjunto:

G(A,B)=AUB
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Ejemplo 5.8

La definicion de Interseccion de Conjuntos.
Se define recursivamente la interseccion de elementos de la familia {A; : i € N} por:

,
A = A
=1
n+1

n
ﬂA,-: (ﬂA,) NAn para neN
i=1

i=1 y,

3

En forma analoga a 5.4, la operacion binaria G en este caso es G(A,B) = An B para
conjuntos A y B.

Ejemplo 5.9

La definicion de Progresion Aritmética.

Sead € R, a € R, se define la progresion aritmética (PA) de primer término a y diferencia
d como la sucesion {an}nen tal que:

a=a

ans =ap+d, paraneN

Es claro de la definicion, que la propiedad que caracteriza a una progresion aritmética,
es que la diferencia de dos términos consecutivos es constante e igual a d.

Por ejemplo,
1 y 35 55 75 e

es una PA. de primer téermino 1 y diferencia 2.

Ejemplo 5.10

La definicion de Progresion Geométrica.

Sear € R — {0}, a € R, se define la progresion geométrica (PG.) de primer término a y
razoén r como la sucesion {an}nen tal que:

a =a

any1=ap-r,parancN
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En este caso, la caracteristica de las progresiones geométricas es que la razon entre dos

términos consecutivos es constante e igual ar.
Por ejemplo,
LU B
2’4’ 8 16’
es una PG. de primer término 1y razén ;.

Ejemplo 5.11

La definicion de Progresion Armonica.

{an}nen €S Una progresion armonica (PH.) de primer término a si existe d € R tal que

a =a
anyt = A ara N €N
"= 1va,-d '
Por ejemplo,
1 1 1 1 1
3 2 b) 3 3 4 b) 5 3 ==
es una PH. de primer término 1 (aquid = 1).
Problemas
Problema 5.5

Sea F : N — R definida por:
F(1)=1, F(n+1)=F(n)+2, para ne N.
Demostrar que F(n)=2n—1, para neN.

Demostracion

En este caso se definio F recursivamente segun el Teorema|5.4 (aqui G(x) = x +2),
y nos piden demostrar que F puede también ser definida en forma directa por la
formula F(n) = 2n — 1 para n € N.

Efectivamente:
F1)=1=2-1-1.

Ademas si H.l. : F(n) = 2n — 1 entonces
Fin+1)=F(n+2=2n—1+2=2n+1=2(n+1) — 1.
LuegoV ne N (F(n)=2n—-1). [ |
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Problema 5.6
Dar una definicién recursiva para la siguiente sucesion:
0,3,6,9,12,15,---
Demostracion

Estamos buscando una funcion F con dominio N tal que

F(1) = 0
F(n+1) = G(F(n), para neN.
Luego queremos que 3 = F(2) = G(F(1)) = G(0),
6 = F(@)=G(F(2)=G(3),
9 = F(4)=G(F(@3)) = G(6),
12 = F(5)=G(F(4)) = G(9).

Vemos que G(r) = r + 3.

Por lo tanto, F(1)=0

es la definicion buscada.
F(n+1)=F(n)+3, para neN

Problema 5.7
Sea {a,}nen definida por a(n) = n?. Demuestre que

. n(n+1)(2n+1)
vneN ax = )
<; 8 6 )

Demostracion

nn+ )@+ 1) ertonces w(1) es verdad pues

n
Sea ¢(n) la proposicion Z ay =
k=1

1

1.2.
Zak=a1=12=1= 3.
6
k=1
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Supongamos que » _ ay = mn+0)@n+1) oo HI
k=1
Entonces:
n+1 n
ax = ( ak> + ap,1 (Por definicién)
k=1 k=1
H=.I. n( +1§2n+1)+(n+1)2
- (ng1)[n(2n+1+6(n+1)]
= (ng1)[2n2+n+6+n+6]=(ng1)[2n2+7n+6]
_ (n-g1)[(2n+3)(n+2)]=(n+1)(n+62)(2n+3)'

Con lo cual p(n+ 1) es verdad.
Luego hemos demostrado

14024324 ... 42 M+ 1)@0+1)

6
Nota:
Si{an}nen esta definida por a, = n entonces en el problema 5.2 se demostré que
n
n(n+1)
1+2+--- = = . [ |
+2+-4n=) a 5

k=1

Problema 5.8
Sea {A;}iey una familia de subconjuntos de un conjunto X.
Demostrar que
Bn (UA,-) = (BﬂA,-) paratodo n e N.

i=1 i=1

Demostracion

Por induccion sobre n.
1 1

(i) Sean=1, entonces BN <UA,-> =BnA = J(BNA).

i=1 i=1
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(i) Supongamos que se cumple BN (U > (BN A) (H.L).
i=1 i=1

Entonces
n+1 n
U (BmA,-) (q (BN A) )u (BN An) (Por definicién)
g (Bm (OA,)) U (BN Anis)
i=1
- Bn (( iLJA,) U Apt ) (Distributividad)
- Bn (n+1 A,-) (Por definicién de unién).
i=1
m
Problema 5.9

Sea {A; : i € N} familia de conjuntos de numeros reales.

Demostrar que

n

U Ac={x€eR:3k e Nk <nAxeA)}
(i) (A ={x €R:Vk € N(k < n— x € A}

Demostracion

La demostracion de ambos es muy parecida y se hace por induccion. Veremos
solamente (i):
Sin=1

1
JAc=Ai={xeR:xecA}={xecR:3k e Nk < 1)(x € AJ)}.

Supongamos que

JA={xeR:(FkeN)(k<nrxecA)}. (HI)

k=1
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Entonces

Ak U Ap,1 (Por definicidn)

-
>
-

= {xeR:(3keN)(k<n)(xecA)}U A

{x e R(3k e N)(k < n+1)(x € A)}.

Problema 5.10
Demostrar que si {a,}nen €5 una P.A. de primer término ay diferencia d, entonces,

a,=a+(n—1)-d, paratodo neN.
Demostracion
Demostraremos la propiedad por induccion sobre n.
Sin =1, entonces por ser PA. de primer término a se tiene que:
ai=a=a+(1-1)

Supongamos que
a,=a+(n-1)-d. (H.l)

Entonces

ap+ d (Por definicion)
(@+(n—1)-d)+d (Por H.I)
a+n-d.

an:1

Problema 5.11
Demostrar que si {ap}nen €S una P.G. de primer términos ay razén r, entonces

a,=a-r"', paratodo neN.
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Demostracion

Demostraremos la propiedad por induccion sobre n. Si n = 1, entonces por ser PG.
de primer término a se tiene que:

ag=a=a-r
Supongamos que
ap=a-r"’ H.I
Entonces
any = ap-r (Por definicion)
= (@-r"".r (PorH.l)
= a-r".

Problema 5.12

Demostrar que si {an}nen €S una P.H. de primer término atal que

an

a =
i 1+and

entonces, { l }

, o1 , ,
es una P.A. de primer término — y diferencia d.
an neN a

Demostracion

. 1
Demostraremos directamente que {—} es PA.
an neN

Dado que el primer término de {an}ncn €S a, entonces el primer término de

1 1
AN
an neN a

Segun la definicion, para demostrar que se trata de una PA. de diferencia d debe-

mos verificar que:

1 1
=—+d.
an1 an

Efectivamente:
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Observaciones

Siempre hemos considerado que los numeros naturales comienzan en el 1;
sin embargo, podriamos haber hecho todo este desarrollo partiendo del 0; de
hecho, en muchos textos matematicos se opta por tomar este camino. En todo
caso, todos nuestros principios de Induccion y Recursion pueden extenderse
partiendo del cero y la mayor parte de las definiciones recursivas que se daran
desde ahora partiran del cero.

Por ejemplo:

1. La funcidn factorial se extiende definiendo 0! = 1.
2. La funcion sumatoria como:

0

i) Z ay = ap
k=0
n+1 n

II) Z ag = Z Ak + an41
k=0 k=0

Definicion

011l le 1 RRE]  EXxponenciacion

Sea a € R — {0} se define recursivamente a", paran € NU {0}

a™'=a"-a, parancN.

El siguiente teorema resume las propiedades mas importantes de la exponenciacion
natural en relacién a las operaciones de suma y producto y a la relacion de orden de <
de los numeros reales.
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Teorema Sean a, b € R*, entonces para todo n,m € N,

() a*m=a"-a".
(i) (@™ =a"m.
(n) a-b"=(a-b)".
(V) a<b+ a < b

(V) a<b+ Va<Vb

Demostracion

Las propiedades (1) - (111) se demuestran por induccion y se dejan como ejercicios para
el lector. Veamos la parte (V) del Teorema:

(a) Supongamos que a < b; demostraremos por induccion sobre n que a" < b".
Sin=1setienequea’=a<b=>b".
Supongamos que a" < b" (H.l.).
a*'=a"-a<b"-a<b" b=b™.
Por lo tanto, si a < b, entonces, a" < b" para ne N y a,b e R".

(b) Supongamos que a" < b", entonces, como a, b € R*, se tiene que

a<bVvb<avVva=hb.

Pero si a = b entonces a" = b", lo que contradice que a" < b".
Si b < a entonces b" < a" por la parte (a) de la demostracion; lo que también
contradice que a" < b".

Por lo tanto, a < b.

(v) Va< Vb« (Va2 < (Vb2 «— a< b.
[ |

La siguiente definicion extiende el concepto de potencia para exponentes enteros y
racionales.



Sea a € R*. Se define

1\n
—n _ _
nan"= (a) paran < N.
(1 ai=b <+ b'=a para n € N. Usamos +/a para denotar an.

I 1\ P
(m) an = (aﬁ) parap € ZyneN.

Ejemplo 5.12

Sean a, b € R*, entonces

VneN(a<b N \”/5<\'75), ya que

Va< Vb« (Va) < (Vb)" <> a<b

Ejemplo 5.13

Seaa> —1, entoncesVn € N((1+a)” > 1+ na)

Hacemos induccion sobre n.
Elcason=1,esobviopues1+a>1+a
Supongamos que (1 + a)” > (1 + na) (H.1.).
Entonces:
(1+a™ =(1+a)"(1+a)peroa> —1implical+a>0.

Por lo tanto,

1+na+a+na
1+(n+1a+nad>1+(n+1)a

1+a™ > (1+na)(1+a)
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Ejercicios Propuestos

10.

11.

12.

13.

14.

. Demuestre que 5m® + 7m es miuiltiplo de

seis, para todo m € N.

Demuestre que 24" —1 es divisible por 15,
para n € N.

. Demuestre que n® + 2n es divisible por 3,

paranec N

Demuestre que 32" — 1 es divisible por 8,
para n € N.

Demuestre que 2™2 +32™1 es mltiplo de
7,paraneN.

. Demuestre que 8" — 6" es un mdltiplo de

7 para todos los valores pares de n € N.

Demuestre que 8" + 6” es un multiplo de
7 para todos los valores pares de n € N.

Demuestre que 22™' —9n? + 3n — 2 es
divisible por 54, para n € N.

Demuestre que 834" —2.972" + 1 es divi-
sible por 16, para n € N.

Demuestre que 72" — 48n — 1 es divisible
por 2304, para n € N.

Demuestre que a— b es factor de 8" — b",
para n € N.

Demuestre que a + b es factor de 8"~ +
b?"~1 para n € N.

Demuestre que si n € N es impar, enton-
ces 24 divide a n(r? — 1).

Demuestre por induccién las siguientes
propiedades de los numeros naturales:

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(e) n? < 2" paran>5.

fH2">1+n.
Al intentar demostrar por induccién, las si-
guientes proposiciones, el método falla en
alguna de sus partes. Senale donde se
produce el problema.

(@ VneN@+8+---+4n=3m—n+2).

(b) VNneN2+4+6+---+2n=n?+n+2).

(c) V neN (n?— n+41 es nimero pri-
mo).

Demuestre que 1+2+3+---+n = ,
para n € N.

Demuestreque 2+5+8+---+(383n—1) =
5 n@Bn+1),paraneN.

Demuestre que 1+2+4+---+2"~1 =21,
para n € N.

Demuestre que la suma de los primeros
n numeros impares es n?, para n € N.

Demuestre que
1 1 1 1

1.373.575.77 """ 2n—1)@n+1) ~
n
——,paran e N.

2n+1
Demuestre que 13 +23 + 33 + ...+ n® =

(n+1)
<n n2+1

Demuestre que a+ar+ar®+---+ar"!
a(l—rm
1—r

)2, para n € N.

(r#1),paranecN.

Demuestre que 1:2+2-3+---+n-(n+1) =
w,paraneN.
3

1
n+1 * n+2 *
para n € N.

Demuestre que
15
2n+1 — 6
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Demuestre que 1 + L +
C: 4 42 43

1 1
Ay D _ D o
(—1) a 5(1 (_4)n>,paraneN.

Demuestre que sin € Ny n > 2, enton-
ces

3 1 1 1 1 1 1

=+t 5 < Gttt <2——.
2 n n 12 22 n? n

1
1+X2+(1+X2)2+”

m, pal’a ne N.

Demuestre que

L
(1+x2)n  x2

C+

Si Sny1 =

12
con 0 < s1 < 3, demues-
1+s,
tre que

S1 <S8 <SS <---yque
So >84>8 >8g>---

Examine el caso en que sy > 3.

Si sp.1 = V6 + S, con sy > 0, demuestre
que s, es monoétona. Examine los casos
St <3y s >3

Seaai=1, ao=1, an1 = ap_1+an, para
neN.

Encuentre ao, as, a; y demuestre que

n+1

(@ns1)? — an- anso = (—1)™', para neN.

Seaa; =0, an1 = (1 +x)a, — nx, para
neN.

1
Demuestre que Vn € N(a, = X 1+ nx —

(1 +x)”]

Seaa; =1, an,y =ap-(n+1),paran e N.
Demuestre que:

VneN(an=1~2~3-...-n).

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

205

Sea ap,1 =2ap+1, paraneN.
Demuestre que Vn € N (ap+1 =2""1(ay +
1)).

Seaa; =5, ann1 =5-ap, paran € N.
Demuestre que a, = 5", para ne N.
Demuestre que

1 n
an < ( +2ﬁ> , para neN.
Pruebe que g:i; < g ,Sin>2yque

®7=38.13....5n-2) ~ 3
para n € N.

4.7-10-...-(3n+1) 4(8>ﬂ*1
s)

Siup,—4up_ 1 +4u,_o = 0,paran € N
y Up = 1,u; = 4, demuestre que u, =
(n+1)2", para n e N.

Pruebe que:
1-2.3-...-n N
Pruebe que:
;>l para ne N
Vitrg+n 30
Pruebe que:
on.41.2.3.....n N
5.8-...-(8n+2) < (5) , para neN.
Demuestre que: 1 1
] M Ta7 70"
7.10.13" 1
T @Bn—2)@n+ 1)@n+4)
171 1
para n € N.

Demuestre que:

2-+45-8+8-11+...
+@Bn—1)@Bn—-2)=3n+6n°+n,

para n € N.
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42.

43.

44,

45.

46.

47.
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Demuestre que:

2 + > +
3-7-11 7-11.15
. 3n—1
(4n—1)(4n+3)(4n+7)
17 24n+17
© 672 32(4n+3)(4n+7)’
para n € N.

Demuestre para n € N:

3 4
1.2.472.3.5"
n+2
T nn+ )(n+3)
29 6n2 + 27N + 29

36 6(n+1)(n+2)(n+3)

Demuestre que:

1 2
2.4.6 357"
=T = A)n+3)(n+5)
17 1 1 1 5 5
%+§(n+2+n+3_ n+4 n+5)’
para n € N.

Demuestre para n € N:

4,47
5°5.8
L4710 @Bn+d)
5.8 1 (3n+2)

0.
1.

4.7-..-3n+1)(3n+4)
2.5. (3n—1)(3n+2)_

Demuestre que:
1;.3'@)* 5. '<1>2+

(n+n1+i+2 <1>n
1
)

1 1\
42(n+1 (n+2)< )

para nec N,

Demuestre que

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

1 1!

x+1  (x+)x+2)"
2! o
X+ ) x+2)(x+3) + ... (n términos) =
1 n!
x x(x+1)...(x+n)’
para n € N.
Pruebe que:
(18+3-1%) + (23 +3- 2%+
+(MP+3m)=4(1+2+3+---+n),
para n € N.
. 3 3 3
4:—: _— = —_— = ...
Si m Uy + U Us + s pruebe

que:
3n+‘| o
un=3n+17_1, para ne N.
Demuestre que si h > —1, entonces (1 +
h)">1+nh, para neN.

Demuestre que (1 + )" > 1 + nh +

n(n—1)
5
Demuestre que:
n(n+1)(n+2)...(n+p— 1) es divisible por
Po, para neN.

H?, para neN.

Encuentre tres numeros que estan simul-
taneamente en PA., PG. y PH.

Si los términos p, q, r de una PA. son a, b
y ¢ respectivamente, demuestre que:

(Q—r)-a+(r—p)-b+(p—q)-c=0.

La suma de cuatro nimeros en PA. es 24
y la suma de sus cuadrados es 164. En-
cuentre los nimeros.

Si los numeros x, y, z estan en P.G. y son
distintos, demuestre que:

L

y-x 2y y-z

Si los términos de lugar p, q, r de una P.G.

son a, by c respectivamente, demuestre
que:

estan en P.G..

a9 . pP. P,



5.5. Ejercicios Propuestos

58. 64.

59

60.

61.

62.

63.

Si a, b, ¢ es una P.H., demuestre:
1 N 1 N 1 1
b—-a b-c

—+—.
-a ¢

Pruebe que el numero de rectas que pa-

san por 2 puntos cualesquiera de un con-

junto de n puntos donde no hay 3 colinea-

n(n—1)

—

Pruebe que el nimero de triangulos que

se pueden formar con n puntos donde no

nn—1)(n—2)
6

En el plano se dan 2n+1 puntos. Constru-
ya un poligono de 2n+1 lados para el cual
los puntos dados sean los puntos medios
de los lados. ¢Qué pasa si se toman 2n
puntos para 2n lados?.

les es

hay 3 colineales es

Demuestre que si Ay B son dos con-
juntos disjuntos con my n elementos, su
union tiene m+n elementos (Induccién so-
bre n).

Demuestre que si Ay B son dos conjun-
tos con my n elementos, entonces A x B
tiene m- n elementos.

65.

66.

67.

207

Demuestre que si A tiene n elementos,
P(A) ( el conjunto potencia de A )tiene
2" elementos.

Sea X = {f : f es funcién de A en B}.

Demuestre que si Ay Btienen my nele-
mentos respectivamente, entonces X tie-
ne n elementos.

(Induccién sobre m).
Demuestre que

(@) & -a°=a"° r,seQ

(b) (@ -b)=(a—b)(@ "+a 2b+---+
ab2+b ", rseQ

Demuestre que:

y que



. Demuestre por induccion la veracidad o refute mediante un contraejemplo las si-
guientes proposiciones:

a) Vnc N(32" — 1) es divisible por 8
b) Vnc N(6™' +4) es divisible por 5
c) Si nes un natural impar, entonces n(n — 1) es divisible por 24.

. Si los términos de lugares p, q, r de una P.G. son a, by ¢ respectivamente, demues-
tre que:
a’™"-bP. P =1

. Sea {an}?2; una sucesion de numeros reales definida por

a=4

an+1 =5an_4'3n+3'2n.

Demuestre por induccion que

a,=2-3"-2" ; paratodo neN.

. Demuestre que
l 1 n

T 42 =1 T 2n+ 1

w| =

. Demuestre que
Vne N(2n<2")

. Demuestre que
YvneN((n>4—nl>2"

. Demuestre que existen exactamente 2" subconjuntos de un conjunto que contiene
n elementos (n € N).



Aplicaciones de
Induccion

En el capitulo |5 hemos definido recursivamente el simbolo de sumatoria ) | y hemos
demostrado por induccion algunos ejercicios, como ser:

n n(n+1) ", n(n+1)@2n+1)
k= k =
; 2 y kz; 6

En esta seccion nos dedicaremos a estudiar propiedades que nos ayudaran a calcular
algunas otras sumatorias importantes.

Sean {an}nen Y {bn}nen dos sucesiones de nimeros reales
y n € N. Entonces:

(1)) (a+be) =Y ax+ Y b
k=1 k=1 k=1

n n
(1) Y r-ax=r)» a, donder esun nimero real fijo.
k=1 k=1
n

() > r=n-r ,donder es un nimero real fijo.
k=1

209
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n n

(V) Y (ak—bo)=> =a— ) b
P

k=1 k=1

n n n
(V) Zak = Za,- = Zaj.
k=1 i=1 j=1

Demostracion

(i) Sea p(n) la proposicion

Haremos induccion sobre n.

©(1) es verdad pues

1
> (@ + by)

k=1

ai + by (Definicion de sumatoria)

1 1
> ac+Y b (Definicion de sumatoria) .
k=1 k=1

Supongamos como hipotesis de induccion que p(n) es verdad, entonces

n+1 n
Z(ak +b) = Z(ak + bi) + (@pe1 + bpe1)  (Definicién de sumatoria)
k=1 k=1
n n
= Z a + Z bi + ans1 + bpr (H.1)
k=1 k=1

n n
> @+ ami + > by + bp (Definicion de sumatoria)

k=1 k=1
n+1 n+1

= > ac+ Y by (Definicién de sumatoria)
k=1 k=1

(i) Se hace por induccion sobre n, en forma analoga a (i).
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n
(iii) Sea y(n) la proposicion > " r = n- r entonces
k=1

1
(1) es verdad pues > r=r=1-r.

k=1
Supongamos como hipotesis de induccion :

ir:n-r.
k=1

Entonces
n+1 n
> r = > r+r (Definicion de sumatoria)
k=1 k=1
= n-r+r (H.I)
= (n+1)r.

Por lo tanto, Vn € N( r=n- r).
k=1

(iv)
> (a—bo = > (@+(-1)b)=) ac+) (-1)bx (Aplicando (i)
k=1 k=1 k=1 k=1
= zn: ax — zn: by (Aplicando (ii))
k=1 k=1

(v) La demostracion se hace por induccion sobre n aunque resulta obvio por la defini-
cion de sumatoria que la variable inferior es una variable muda, y por lo tanto da lo
mismo la letra que se utiliza para nombrarla.

Problemas

Problema 6.1

10
Calcular ) 2k(k+1).
k=1
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Solucion
10 10 10 10
D 2k(k+1)=> 2K +2k=2) K*+2) k.
k=1 k=1 k=1 k=1
n 10
> _n(n+1)2n+1) , 10-11.21
como » k*= 5 tenemos que »  k® = —
k=1 k=1
n 10
nin+1) 10- 11
Zk= 2 ,/UegOZk=T
k=1 k=1
Entonces la suma pedida queda
10-11 - 21 10 - 11

Problema 6.2
Sean {ap}nen Y {bn}nen dos sucesiones, demostrar que paran,m € N :
n m n m
(Xa) (X8) =2 (Xan)
i=1 J=1 =1 j=1
Demostracion
n m

—
g
o
S
N
Il
NE

<a,- >3 bj) (a, no depende de j)

i=1 J=1 i=1 J=1
n n

(Z b, no depende de i)

j=1 i=1 j=1

I

.MB
NSy
o

( n a,-) : (ib,-) (Conmutatividad de - en R)

i=1 j=1

Problema 6.3

5 3 .
Calcular ) > /l

=1 j=1



6.1. Sumatoria 213

Solucion

Proposicion _

Proposicion Propiedad telescopica. Sea {a,}n.n Sucesion de numeros
reales, entonces paratodoon e N :

n

Z(akn —ak) =ap — ai .

k=1
Demostracion

n
Sea ¢(n) la proposicion Z(ak+1 — &) = any1 — &
k=1
entonces (1) es verdad pues

1

Y i —a=a—a.
k=1

Si suponemos que o(n) es verdad, entonces

n+1 n

D (@t —a) = > (@t — a) + (@nz — an)

k=1 k=1
= Adpy1 — a1 +apy2 — ans1 (por H.L)
= dpy2 — a1

Por lo tanto, Yn € N ¢(n) es verdad. [ |
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Problemas

Problema 6.4

n
Calcular Z k3.
k=1
Solucion

Notemos que (k + 1)* — k* = 4k® + 6k® + 4k + 1.
n n
Por o tanto, Y “(k+1)* — k* =) "(4k® + 6K® + 4k +1).
k=1 k=1

Por telescopia la primera sumatoria es (n + 1)* — 1, luego

n n n n
(N+1)* —1=4) K+6> K +4) k+) 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
Aprovechando los resultados anteriores, obtenemos:

ik3=%<(n+1)4_1 _gnn+H@n+1)  nin+1) _n)
k=1

6 2
luego
ik3_(n+1)(n3+n2)_(n+1)2n2_(n(n+1)>2
" 4 N 4 - 2 '
Problema 6.5

Calcular la suma de n términos de:

L N B 1
2.4°4.6 6-8 (

2n)@2n+2)

Solucion

n
1
En términos de sumatoria, se nos pide calcular la expresion Z _—
— (2K)(2k + 2)
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Tal como se presenta el problema, no tenemos ninguna herramienta para calcularla,

in embar riamos tratar ransformar la fraccion ————— en una r
sin embargo, podriamos tratar de transformar la fraccio (2k)(2k+2)e una resta

de dos términos consecutivos de alguna sucesion, en cuyo caso podriamos usar la
propiedad telescdpica.

Notemos que el denominador, es el producto de dos términos consecutivos de la

sucesion by = 2k, por lo tanto, sea ay = ok’ luego, si encontramos un numero real

A tal que ay,1 — ax = tendriamos resuelto el problema.

1
(2K)(2k + 2)

Entonces, el problema se reduce a encontrar A € R tal que

A A 1
k2 2k~ EREk+D) paratodo k=1,..,n

es decir: 2KA— ARK+2) 1
- +
2K2k+2) ~ (2K(@2k+2) paratodo k=1,..,n
Como ambos denominadores son iguales, necesitamos igualar los numeradores

para todos los valores de la variable k, es decir
k(2A — 2A) —2A =1 para k=1,2,....n

es decir 1
A=—§.
Por lo tanto:
n n 1 1 n
Z; _ (_5 ___E)=_l ( 1 _L>
(2K)(2k + 2) 2k+2 2k 2 2k +2 2k

k=1

Definicion 6.1

Sea {an}nen Sucesion y sean m,n € N tales que n > m > 1 entonces:

n n m—1
Zak =Zak—2ak.
k=m k=1 k=1
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Ejemplo 6.1

25 25 4
> k(k—5) = ) k(k—5)—> k(k—5)
k=5 k=1 k=1
25 25 4

|
=
nN
o
=
|
V]
o T IS
' >
[N}
+
o
=

252651 5 4-5-9
G 2 6

Teorema WA Sea {an}nenuoy Sucesion, entoncessin>mym,nyp e N

n+p

(l) Zak= Z Ak—p
k=m

k=m+p
n n—p

(1)) a= Y aup p<m
k=m k=m—p

Para demostrar tanto (I) como (Il) se necesitan las siguientes propiedades previas:

Lema oM Seanm,n € N talesque m<n

m
()Y a=am meN.
k=m

n+1 n

(1) Zak= ( ak) +ap, N+1>m>1.



n
(i) Sea p(n) la proposicion Z ax = ap.
k=n
1
Entonces ¢(1) es verdad pues Z ag = a.
k=1
Ademas si p(n) es verdad entonces:

n+1 n+1 n

Sa-Ya-Ya
k=1 k=1

k=n+1
n n
= E ak+an+1_E ag
k=1 k=1
= dns-
(i)
n+1 n+1 m—1

Q
x
1l 1l
Q Q
= =
| |
—~ M
L
L
~——
+
QO
)
A

Demostraremos solo la parte (1) pues (i1) se hace en forma totalmente analoga.
Sea ¢(n) la proposicion

n+p

n
d a= Y ap para n>m
k=m

k=m+p
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Demostraremos por induccion que Vn € N(n > m — ¢(n)).
©(m) es verdad pues:

Zak = an (Porlemal6.1 (i)

= dmip—p
m+p

Z ax_p, (Porlemal6.1| (i)

k=m+p

Supongamos que se cumple ¢(n) para n > m, entonces

n+1 n n+p

Z ax = Z ak + dAny1 ( Z akfp) + dny1
k=m k=m

k=m+p

] I
. ]
| Q
© 0
he]
~—
+
D
S
AN
+
RS
S

Propiedad _

Propiedad telescopica generalizada Sea {a,},.n una sucesion, n,m € N,m < n,

entonces
n

D (@Kt — &) = @net — am

k=m

Demostracion

n —m

> (@t — @) = Y _(@kemet — akem)  Usando 6.1.7 (i)
=0

3

=

k=m

Sea ahora { by} nen Sucesion definida por

bx = ax.m paratodo k €N, entonces
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n—m n—m
> (akemst — @em) = > (b — by) y usando 1.3 se tiene
k=0 k=0
= bn—m+1 - bO
= a(n—m+1+m) — am
= dpy1 — am.
[ |
Problemas
Problema 6.6

20
1
Calcular Z(Zk— ek )

k=5

Solucion

Siguiendo la idea del problema 6.5 buscamos A € R tal que

1 A A
2k —1)2k+1) 2k+1 2k—1"°

Esto es, k(2A — 2A) —2A=1parak =5,86, ..., 20.

Obtenemos A = —%, con lo cual:

20

1 1en ) 1 1 y
Z 2k —1)(2k+1) - —52 <2k+1 ok 1) y utilizando 6.1.9 nos queda
k=5 k=5

S ALy e
pare (k —1)(2k+1)  2\41 9/ 369

Problema 6.7

100
Calcule la siguiente suma: »  [(2k +1) - 3"
k=10
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Solucion
100 100 100
> [@k+1)-3]=2> k-3+) 3
k=10 k=10 k=10
100 100
SeaS=) k-3 entonces3S =" k-3" y restando las dos tiltimas sumatorias,
k=10 k=10
nos queda que
100 100 100
285=) (k-3 — k-3 = ) ((k+1)-3" — k.3 3k
k=10 k=10 k=10
100
=(101)3'%" — (10)3"° -3 " 3"
k=10
Por lo tanto:
100 100
> @k +1)-3] = (101)3'"" — (10)3"° -2 ) " 3*
k=10 k=10

Q01
— (101)31°" — (10)31° — 2. 310(%) — (100)3'01 — 32,

Problema 6.8
Dada a, = a; + (n—1)d, una PA., entonces para todo ne N :

;ak= g(a1 +an) =g(231 +(n—1)d>.

Demostracion

n

<31+(k—1)d)=;a1+d< k=31)

n n

3>

N

k=1 k=1 k=1 k=1
= na+d n(n2+ 1) —an
- g(2a1 +d(n+1—2)

g(za1 +(n—1)d).
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Ademas2a;+(n—1)d=a;+(a+(n—1)d) = a; + a,.

n
Por lo tanto Z ax = = (a + ap). n

k=1

n
2

Problema 6.9
Dada a, = a; - r"~', una P.G., entonces paratodo n € N :

Demostracion

Llamemos S, a la suma buscada, es decir
n n
S22 o=y art
k=1 k=1

Entonces

n n
rS, = rZa1r"‘1 - Zaw",
k=1 k=1
luego

n n
rSn_Sn=Za1rk_Za1rk_15
k=1 k=1

n
es decir, S,(r—1) = a4 Z( r* — rk=1) y aplicando la propiedad telescopica tenemos:
k=1

Sn(r—1) =ai(r" = 1),

Sn = a1<11_—rrn>’

luego

con lo que obtenemos:
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Problema 6.10
Calcular la suma de los primeros n términos de la sucesion 1,3,5,7,9,11, ...

Solucion

La sucesion dada es de la forma ay = 2k — 1,k € N. Ademas ax,1 — ax = 2,
lo que nos dice que se trata de una PA. de diferencia d = 2.

Luego haciendo uso del problema 6.8 ,tenemos que

Problema 6.11
Calcular la suma de n términos de la sucesion

Solucion

La sucesidn dada es de la forma ay = (3)*(—1)*~" para k € N, luego

N e

a (PR 2

con lo cual vemos que se trata de una PG. de razon —%, por lo tanto, utilizando el
problema|6.9, tenemos que
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Una Desigualdad Importante

LI 1 ¥4 Promedio aritmético

Sean ay,...,an € R*, se define el promedio aritmético de ay, ..., a, como el nu-
mero real A tal que

a1+"'+an

D11l MR Promedio geométrico

Sean a, ..., a, € R*, se define el promedio geométrico de ay, ..., a, como el nu-
mero real G tal que

G= "81 - an.

I M Xl Promedio armonico

Sean a,...,a, € R*, se define el promedio armdnico de a;, ..., a, como el nu-
mero real H tal que



Seanne N,n>1yseanay,...,a, € R* no todos iguales a 1
talesque a; - ...-a,=1. Entonces a; + - -- + a, > n.

Por induccién sobre n > 2.

Sin =2, tenemos a;,a, € R* no todos iguales a 1 tales que a; - a> = 1. Como al
menos uno de ellos no es 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a; # 1 y

1 ) >
como & = —- se tiene también que a, # 1.
1

Dado que ambos son positivos y diferentes de 1, debe haber uno de ellos mayor que
1 y el otro menor que 1; pues si ambos fueron menores que 1 su producto también seria
menor que 1 (argumento similar en el caso que ambos sean mayores que 1).

Supongamos entonces que a; <1y a, > 1. Asi:
(a2—1)>0 y (1—a)>0.

Luego,
(aa—1)(1—a1)>0.

Por lo tanto, @ +a; —1 —a;-a > 0 (*)
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Es decir, ao +ay >1+a-a =2.

Supongamos ahora que la proposicion es verdadera para n y sean ay, ..., @n, @ns1,
(n+ 1) numeros reales positivos que cumplen con las hipotesis de la proposicion.

Queremos demostrar que:

ai+---+ap+apgq >n+1

Como no todos ellos son iguales a 1 y el producto de todos ellos es 1, debe haber
alguno mayor que 1 y otro menor que 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
a;>1ya, <1;seaa= a;-ax y consideremos los siguientes n numeros reales positivos:
a, as, as, ..., an, Ans1. 1€Nemos dos casos:

Caso (i) Sitodos ellos fueran iguales a 1 tendriamos:
a+a+---+ap1="n
Peroa=a;-a, < aj+a— 1, por (%)

luegon=a+az+---+ani <aj+a—1+az+- -+ ap
yportanto:n+1 < aj+a +---+an+ ans1.

Caso (ii) No todos son iguales a 1 entonces por H.I. se tendria que:
a+az+---+ap+anq>n
y al usar nuevamente (*) se llega a que
ai+a+---+an+an > (n+1),

con lo cual queda demostrada la proposicion.

Teorema Seane N,n>1yseana,...,an numeros reales positivos no
todos iguales entre si. Sea A su promedio aritmético, G su promedio geomeétrico y
H su promedio armodnico, entonces

A>G>H.

(sdlo en el caso de ser todos iguales entre si se tiene A= G = H).
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Demostracion

» Veamos primero que A > G.
Sean, b; = % parai=1,...,n.

Como G > 0 y a; > 0 resulta b > 0; ademas no son todos iguales entre si, pues
los a; no lo son, luego, no pueden ser todos iguales al 1 en particular.

Ademas: 2 a2 a . a
b1b2 ___bn _ 1 «es n _ 1 ees n _ 1,
Gn 31 ...an

luego por la proposicion anterior
by + ...+ b, > n,

a +"’+an

por tanto A = = > G.

» Veamos ahora que G > H.

1.
Seanbij=— i=1,...,n

a;
Entonces como b; € R* y no todos son iguales entre si resulta, por la primera parte
de la demostracion que A > G, es decir:

b1+'--+b n
T T

n b‘]...bn,
0 sea 1 1
— 4+ ...+ — 1
81 an>
n vas ...an
= [uego
n
G=Vva..a,> 3 3 =H
31 an



Problema 6.12

1+n\"
Demostrar que n! < <%> , parancN.

Seana; =1, a2 =2,...,a,=n. De A> @G, se obtiene:

142+ 40 o

n

nin+1)

Pero1+2+---+n= 5

y 1-...-n=nl

luego

Por lo tanto

[
Problema 6.13 I
Demostrar que
1 n 1 n+1
(1+—) <(1+ ) para neN.
n n+1
1 n
(O sea la sucesion a, = <1 + 7;) es creciente, o bien la funcién
1 n
f : N — R definida por f(n) = <1 + ,—7> es una funcién estrictamente creciente).
1 - .
Seana; =1, aa=a3=...=ap=an1 = (1 + ﬁ) y como a; es distinto de los demas

se tiene A > G o equivalentemente:
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1
1+n (‘I + —)
n n+1 (

n+1

—
+
S
~__
S

luego n+2 > 1+1 ’
g n+1 n ’
1 n+1 1 "
entonces 1+ > "1+ -=),
n+1 n

por lo tanto

Problema 6.14
Demostrar por induccién el Teorema 6.2.

Demostracion

Sea A, el promedio aritmético de n numeros reales positivos (no necesariamente
distintos) y G, es su promedio geomeétrico. Entonces demostramos que:

A,> G, paratodo neN.
Sin=1, entonces A = % > Va = ay.

Sin =2, entonces (/a; — v/a)? > 0 por ser un cuadrado , luego

a, —2vaja+a, >0, esdecir

a + a

> v/ajas, por lo tanto
A > Go.
Supongamos ahora que A, > G, y sean
bi = an.1, bo=bs=..=b,=An1,
luego tenemos n numeros reales positivos y para ellos vale la hipdtesis de induc-

cion, es decir:
bi+---+ b,

- > \/by-...- by, luego
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n+1

1
—1 —1\"
. > {fans - A = (an1- AL ) ()

ademas utilizado el caso ya demostrado para n = 2, para los numeros

an+1"'(n_1)<

(a +---+an+an+1)>
>

C= dny1 + (n - 1)An+1
n

y d = A, tenemos que

C-|2-dZ cd,

luego,

an+1 + (n — 1)An+1

1
+An \/A <an+1 +(n— 1)An+1> _ <A <an+1 +(n— 1)An+1>>2
2 = " n -\ n

1
> GE-(an - ATz (utilizando (*) y la H.1.)

=]
\

1L 1y
= (a---an)z-all, - (Al ])e

|
n+1 —1\2n
= ((”*\1/31 ...a,,+1) 'AZ+1 )

- (et Am)”

n+1

Pero como
any1 + (N —1)Ans1 B a+---+an ai +-+ap)
+ . + + A, _ an+1+(n 1)( P >+n 7,"
2 2n
n—1
_ a1+-~-+an+an+1+((n+1))(a1+---+a,,+1)
2n
(a1+---+an+1) (n+1)+(n—1) _A
n+1 2n =

Entonces hemos demostrado que:

1
Ana > (GR - AT,
luego
A2n > Gn+1 . Anf1

n+1 n+1 n+1



es decir

An+1

n+1

An+1

Grl,  porlo tanto
Gn+1 .

(A\VARAY]

Sean e N, seak € NU{0}, se define el coeficiente binomial (}) de la siguiente

manera:
n!

(”>= Kn—rl S Nk
K 0 si n<Kk.

Ejemplo 6.2
5 5!
(2) “5i5_2 0
Ejemplo 6.3
n\ _ n! 1
n)  nl(n—n) "~
Ejemplo 6.4




Ejemplo 6.5

_ Sean n, k € N entonces:

.. n n B n! n!
(i) (k>+QH4) T K=k T k+Dn—k—1)

B n! 1 1
- mm—k—1nQn—m+k+1)

n! n+1
k!(n—k—1)!((n—k)(k+1))

B (n+1)! _(n+1
T o(k+Di(n—k)! (k+1)'
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Observaciones

1. A partir de las propiedades (1) y (1) de 6.4 y de los ejemplos 6.3, 6.4 y
6.5 podemos construir la tabla de todos los valores de (}) para n > k
conocida como triangulo de Pascal.

K
n |01 2 3 4 5 6 7
1 1 1
2 1 2 1
3 13 3 1
4 14 6 4 1
5 15 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1

: Triangulo de Pascal.

La primera columna la obtenemos del ejemplo|6.4.
La segunda columna la obtenemos del ejemplo 6.5.
Los dltimos numeros de cada fila los obtenemos del ejemplo 6.3.

El resto de los numeros los calculamos aplicando las propiedades 6.4 (1)
y (1), por ejemplo:

HNRANGR
9-():)-sra-
- (%))

2. Antes de enunciar el Teorema del Binomio , veamos algunos casos par-
ticulares del desarrollo de (a+ b)", para a, b € R.

1
oot (- (Jo- £ )

k=0

ez (o) (e

2
k=0



22
(a + b)3 = aS + 362b + 3ab2 + b3 = (g) 33 + (?) a2b + (g) ab2 + (g) b3

= i (i) akpk.

k=0

Lo que acabamos de desarrollar para las potencia de n= 1,2 y 3, es exactamente lo
que se generaliza para toda potencia natural n en el siguiente teorema:

Teorema Teorema del Binomio: Sea a,b ¢ R, n < N, entonces

(a+b)" = Z (Z) 2 kb,

k=0

Demostracion

Por induccion sobre n.
Sin=1, yavimos el resultado en el ejemplo anterior.
Por hipotesis de Induccion tenemos que vale para n:

(@et) =3 (Z) a bk,
k=0

Probaremos el teorema para n + 1.
Efectivamente:

(a + b)n+1

(a+b)"(a+b) " (a+b)( 3 (,’Z) 2" = b

k=0
Z ( ) a1 kpk 4 Z ( ) a"kp**'  (separando en 2 sumatorias)

k=0

n n—1
- an+1 + (Z) n+1 kbk Z( ) n—kbk+1 +bn+1
1

k=0
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(separando el primer término de la primera sumatoria y el ultimo de la segunda ).

n n
e N\ _ni—kpk n n—(k—1) pk o
=a +;(k>a b+;<k_1)a b*+b

(haciendo cambio de indices en la segunda sumatoria).

n
— an+1 +Zan+1—kbk(<2) + (k ﬁ 1)) +bn+1
k=1
(juntando ambas sumatorias)

— an+1 + Z an+1—kbk (n; 1) + bn+1
k=1
(usando prop.|6.4 (11))

— Z (n; 1)an+1kbk + bn+1

k=0

(incluyendo a™' dentro de la sumatoria).

n+1

1
= Z (n; )an+1—kbk
k=0

(incluyendo b™"' dentro de la sumatoria). [ |

Corolario



0
(@07 =(as (-0)" = 3 (}) (-l
k=0
" /n o
= (k)( 1)ka" bk,
k=0
(i)

(ii) 0= (1—1)"= no (Z)(—1)k1"—k1k - Z(—nk(l’D.

Problema 6.15

Escribir el desarrollo de (y2 + 1)6
y

Utilizando el teorema del binomio tenemos que:

(+3) = R @ () -5

6

> <i)y‘2‘3k =y +6y° +15y8 + 20y* + 15y° + 6y 2+ y~°

k=0

1
F.

y12+6y9+15y6+20y4+15+6}%+
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Problema 6.16

Encontrar el coeficiente de x" en (1 + x)2".

Solucion

Usando el teorema del binomio tenemos que

2n " (2n 2n—k  k = (2n K
R Sl

k=0 k=0

Por lo tanto x" aparecera en el desarrollo solamente cuando k = n y dado que n es
uno de los valores que esta en el rango de variacion de la sumatoria

.. . [(2n
(k =0,1,...n,n+1,...,2n) tenemos entonces que el coeficiente de x" sera < " )

es decir
(2n)!

()

Problema 6.17

. . 1 1\%°
Determine el coeficiente de ) en el desarrollo de (x -1+ F) )

Solucion

1 20 1 3 2 20 1 20 20 3 2 k
X_1+F =W<(X —x)+1) =WKZ=O B (x —x)
20 k 20 k
20 k - k—j - 20\ [k o
- Z( k)Z( -)(—1)’ () () = ZZ( k) ( .)<—1>fx3k j
k=0 Jj=0 J k=0 j=0 J
Por lo tanto, el coeficiente de % en este desarrollo, se encuentra cuando:

3k—j—40=-31,con0<k<20y0<j<k

Esto se cumple cuando k =3 yj =0 ytambién cuandok =4 yj=3.
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Por lo tanto el coeficiente de % es:
20 20
(3) (%)

Problema 6.18
Use la identidad (1 + x)2" = (1 + x)"(1 + x)" para demostrar que

() (1)~ () -

Demostracion

En el gjercicio|6.16 demostramos que el coeficiente de x" en el desarrollo de (1+x)2"

2n! -
es # y dado que (1 + x)2" = (1 + x)"(1 + x)", buscaremos el coeficiente de x" en
' 2n!

el desarrollo de (1 + x)"(1 + x)" sabiendo que debe ser igual a _(nl)2'

() £ ()
> ()¢ <>xf
»| )( )

i=0 j=0

(1+x)"(1 +x)"

Por lo tanto, x" aparecera en este desarrollo cuando i + j = n. Dado que i varia
desde 0 hasta n y j también, las posibilidades de que i + j = n son las siguientes:

1 n—1
2 n-—2
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Luego x™ aparece con el siguiente coeficiente:
n (n\ (N noy,(n nyN,. (" m (M (n
0/\n 1/\n—-1 2/\n—-2 n—1)\1 n)\0) "

Usando la propiedad que (:) = (n f k)’ nos queda el coeficiente de x" de la

siguiente manera:

(0)(0)~ () ()G @) () (5

. .. . 2n
y como ya sabiamos que este coeficiente era igual a ——, hemos demostrado

()2’

)+ () e () -

entonces que:

Problema 6.19
Calcular

- (1

k+1°

k=0
Solucion

Aprovechando las propiedades de estos coeficientes, obtenemos

n
<k> B n! _ n! 1 (n+1)!
k+1 kl(n—KWk+1)  (k+D)(n—Kk)!  (n+1)(k+1)(n— k)

B 1 n+1
T n+1\k+1)°

Luego
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() <n+1>_ 1 ”(n+1>
—~ k+1 k=0n+1 k+1 n+1 k+1
1 (&L /n+ . o
= Z y ,  (haciendo cambio de indices)

T ( (n+1)_<n+1)>
n+1 — k 0
(sumando y restando el término para k = 0).

Ahora nos queda la suma de (n + 1) coeficientes binomiales, y esta sumatoria la
conocemos (Corolario 6.1), por lo tanto:

<n>

. k 1 n+1
21 e @
k=0
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Ejercicios Propuestos

1. Encuentre el término general a, en cada
una de las siguientes sucesiones y calcu-
n

le a
i1

(@ 1-2,2-3,3-4,4-5,...
(b) 12,32,52,72, ...
(c) 1-22,2.32,3.4%2,4.52, .

2. Calcule:

n

(@) D> _i(i+1)(i+3)

i=1

(d) > _(m+k)?

i=0

n
3. Sea {ay} sucesion. Si Y "a; =2 +3n
i1
para cada n € N, determine el término
2p
general ax y calcule > a.
k=p

4. Determine el valor de n de modo que se
cumpla

2n
Z/ — 48i) = 221 — 48).
i=1

5. Calcule:

(@) S=12+(12+2%)+(12+22+3%) +
hasta n términos.

1 1 1
(b) 3,=.1_3+3.5+5.7+--- hasta n
términos.

6. Calcule:

,'3

n 0
o (G5

(b) 12.3+22.44+32.5+... hasta n
términos .

1

1

© Smr e
1

(n+2)(n+3) "

(d) 1-n?
ntér

(e) 12

n+2)"

- hasta ntérminos.

+2(n—1)2+3(n—2)%+--- hasta

minos .

—22432 424

- hasta n térmi-

nos cuando n es par y cuando n es
impar.

(f) n(n+1)+(n+1)(N+2)+(n+2)(N+3)+- - -
hasta n términos.

7. Demuestre por induccién

n

n
]
) Z4/<2—1 ~2n

k=1
n

+1

(b) S (KZ+1)-kl=n(n+1).
k=1
n k . 2k on+1
© 2 Gr2i™ ' "o
k=1
8. Calcule
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

4 2k — 1
kk+1 )k +2)

k?+3k+6
kk+1 (k+2)(k+3)

. Calcule la suma de 2n términos de

12428432 44%4:5%2,6%+

A partir de a, = r3(r — 1)2(2r — 1),r € N,
simplifique a,.1 — a, y calcule

n
Zr”‘.
r=1

Encuentre la suma de n términos de

1+B3+5+7)+(9+11+13+15+17) +

Calcule:

Calcule:

=1 j=1

Calcule la suma de todos los multiplos de
7 que estan comprendidos entre 100 y
400.

Se canceld una deuda de modo que el
primer pago fue de $ 50.000 y cada pa-
go siguiente aument6 en $ 15.000. El ul-
timo pago fue de $ 230.000 ¢Cual era la
deuda y en cuantos pagos se cancelé?.

La suma de cuatro nimeros en PA. es 24
y la suma de sus cuadrados es 164. En-
cuentre los numeros.

Demuestre que la suma de un nimero im-
par de términos consecutivos de una PA.
es igual al término central multiplicada por
el nimero de términos.

18.

19.

20.

21.

241

Sea {an}neny una sucesién de numeros
que satisface

n
> ac=2n+3r?
P

Demuestre que es una PA. y encuentre
una expresiéon para a, en términos de n.

Dados ay,...,a, numeros en PA. cu-
ya suma es S, se interpolan m me-
dios aritméticos entre cada par de térmi-
nos consecutivos. Demuestre que la su-
ma de todos los numeros interpolados es

s=mn=1) ¢
n

Sea n € N, demuestre que

@ (1) < (o)

(b) (n+ 1) <2m1n sin> 1.

n
(c) nl< <nJ2r1> ,sin>1.

(d) 2% > (n+4)2,
() N">1-3-5-...2n—1).
(f) 2" > 1+ nv2r-1,

(@) (n)3 < n" (n;1>2n

(h) %(n+1)<

(11.22.33 . ") < %(2n+ 1).

Demuestre:
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22. Encuentre el término independiente de x @ (1+ 1, an
en el desarrollo de 4 '
2n
(2x+1)(1+x> : (b) (X v
23. Encuentre el valor de a para que los coe-  31. Demuestre:
ficientes de x” y x8 en el desarrollo de n\ (/n N nin .
(x + a)® - (x — 2a)® sean iguales. 0/\1) 1\2
n n (2n)!
\n=1)\n) T (ne)in=1)
24. Encuentre el mayor coeficiente numérico ' '
en el desarrollo de 32. Demuestre que
(1 + 5X)13. n 2 n n n
1 2 n 1
-4+ +oo+———=—n(n+1).
25. Encuentre el coeficiente de x* en el desa- (”> <”> ( n > 2
rrollo de 0 1 n—1
(1 +Ox + 3x2)5 ' 33. Si nes par, demuestre que:
n n n
() (2)+ ()
26. Encuentre el coeficiente de x” en el desa-
rrollo de n + n P n
0 1 3 n—1
(1 —x® - XS) : 34. Demuestre que
n n n n _
27. Encuentre el coeficiente de x2° en el (1) +2(2) +3<3> +- -+n<n) =n-2""

desarrollo de

(1 — x)% (x*1 14 Xg) _ 35. Demuestre por induccién que:

n
r+k r+n+1
28. Encuentre la suma y el producto entre (a) ;( k ) - < n > ren.
(2 +3) y (2 — V3). Pruebe que la par- :O
te entera de (2 + v/3) es 10.083. () Z(k) =<n+1> meN
m m+1)’ '
29. Encuentre el coeficiente de x" en el desa- k=0
rrollo de " /r r—1
© > (v,
(1 +(n+1)x)- (1 +x)2"1 r=0
reN.
y pruzebe que ) 36. Calcule:
o) +2(7)
+2 SRR n n
(0 1 , (a) Zk<k>xk.
n (n+2)(2n —1)! k=0
(n+1) = )
n nl(n—1)! n oW
b k x".
30. Encuentre el coeficiente de x" en ®) Z <k>
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n

© Y (Z) XPK(x — 1)K (x 4 1)K,

k=0

. k=1, (1
@ S (1) k(k).

k=0

]

e) 3 <:> (a+kd) ,a,decR.

=

n

0y (§)ad ager
=0

>

37. Calcule la suma de n-términos de
1,3x,6x2,10x3,--- .

n
38. Calcule Z ok (:) .

k=0
39. Pruebe que
(1+x)2" = 2nx(1+x)?" 1+
2”(2” B 2) X2(1 + X)2n—2_
2!
n
... (hasta 2n términos) = (1 — x2) :

40. Demuestre que:
n X+ n sz + n LS +
0 1) 2 2) 3

+<n> o - 17((1 + )™ —1).

n/n+1 n+1




. Demuestre que

VneN(m<(ﬂ%1y,nzz)

. Sea {x,}%2, una progresion aritmética de primer término x; = 5 y diferencia
d=7.

Calcule

> ()

k=1

a) Calcule la suma de los cuadrados de los primeros 50 numeros impares.

n _ k
b) Calcule la siguiente suma:  n>» <Z ~ 1)(—1)"37.

. Calcule

. Encuentre el coeficiente de x2° en el desarrollo de

(1-x)%° (x"+1+x7) .

. Encuentre en el desarrollo del binomio (3x +2)'® dos coeficientes de potencias
consecutivas de x que sean iguales.

" /n 1+2+...+k
.CaIcuIeZ(k> <#>

k=1



Polinomios y Numeros
Complejos

Introduccion 7.1.1

El propdsito de esta seccidn es extender nuestro sistema numérico para admitir solu-
ciones de ciertas ecuaciones que en los reales no existen, por ejemplo:

x2+1=0.

Hemos extendido el conjunto de los naturales al conjunto de los enteros para que la
operacion de resta siempre sea posible. Desde el punto de vista algebraico, N C Z, y
como estructuras, las operaciones de suma, producto y el orden de los naturales coincide
con el de los enteros, salvo que ahora tenemos ademas la operacion de resta, el neutro
aditivo y un inverso aditivo para cada numero entero. De manera analoga, se expandio
el conjunto de los enteros al conjunto de los racionales, para que la division sea siempre
posible (salvo por cero). Nuevamente en este caso Z C Q y las propiedades algebraicas
se traspasan, salvo que ahora tenemos division e inverso multiplicativo para cada niumero
racional distinto de cero. Finalmente, se introdujeron las raices, y para ello extendimos
los racionales a los reales. En el capitulo 9 veremos que esta ultima extension se realiz6
en realidad,para que ciertas sucesiones tengan limites. Ahora nos gustaria continuar
con el procedimiento y extender R para que ciertas ecuaciones tengan soluciones en
el nuevo conjunto. Desafortunadamente, es imposible obtener un sistema numérico que
amplie a R en cuanto a estructura y que tenga la propiedad que buscamos, es decir, que
toda ecuacién tenga al menos una solucion. El sistema de los numeros complejos C que

245
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introduciremos a continuacion, sera una extensién de R en relacién a las operaciones,
pero no con respecto al orden.

Intuitivamente, queremos tener un numero i € C tal que sea solucién de la ecuacion
x?2 +1 = 0, por lo tanto, debe cumplirse que /2 = —1; también queremos mantener una
estructura de campo que extienda a la de R, por lo tanto necesitamos que :

1. VreR(r-ieC).
2. Vre RVseR(r-i+seC).

3. La sumay producto de dos numeros de la forma r-i+s debe darnos como resultado
un namero de la misma forma.

Teniendo estas consideraciones en mente, podemos definir
C={a+bi:abeR}

donde subyacen dos unidades de medicion:

1. La unidad real: 1

2. La nueva unidad: .

Como es facil ver, podemos identificar cada numero de la forma a + bi con el par orde-
nado de numeros reales (a, b) en donde la primera coordenada mide la unidad real y
la segunda mide la nueva unidad, introduciremos a continuacion los numeros complejos
como pares ordenados.

El sistema de los numeros complejos 7.1.2

Definicicn I
DY B Conjunto C

Se denota por C al conjunto de los pares ordenados de R x R provisto de las
siguientes operaciones:

m (g,b)+(c,d)=(a+c,b+d), paratodo a, b, c,d € R.
m (g,b)-(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c)paratodo a,b,c,d cR.



A los elementos de C los llamamos numeros complejos y se denotan porz, u, v, w
etc., y utilizamos z + u y z - u para denotar la suma y producto que acabamos de
definir.

Ejemplo 7.1

(-1,2)-[(2,-1)+(3,—2)] = (1, 13).

Ejemplo 7.2

(0,1)-(a,b) =(—b, a).

Ejemplo 7.3

(1,0) - (a,b) = (a, b)

El siguiente teorema establece las propiedades de campo de los nUmeros complejos.

m [ as operaciones de suma y producto en C son asociativas y conmutativas.

m E£/(0,0) es el neutro de la suma y todo numero complejo (a, b) tiene un unico
inverso aditivo, (—a, —b).



m £/ (1,0) es el neutro multiplicativo y todo numero complejo (a, b) distinto de
(0, 0) tiene un unico inverso multiplicativo,

a —b
aZ+ba+b?)

» E/ producto se distribuye sobre la suma de numeros complejos.

Todas las propiedades resultan directamente de las definiciones de suma y producto en
|

aQ

Seanu=(a,b) y z = (c,d) dos numeros complejos, entonces —u = (—a, —b).

Z—U=Z+(-u).

u = a —b
\@+b @+ b?)

Si u # (0,0) entonces g =z-u"

Re(u) = a y se llama la parte real del complejo u.

Im(u) = b y se llama la parte imaginaria del complejo u.



Ejemplo 7.4

Calcular
(1,-1)—(2,3)
(21 _1)

Aplicando las definiciones obtenemos:

(1,-1)—(2,3) (~1,-4) 2 1\_[(_6 7
2,-1) (1) =(_1’_4)'(§’_§)‘<_5’ 5)‘

Ejemplo 7.5

Sean z,w € C. Probar que:

i) Re(w - z) = Re(w)Re(z) — Im(w)Im(z).

ii) Im(w - z) = Im(w)Re(z) + Re(w)Im(z).

i) Seaw = (a,b) yz=(c,d), entonces w - z = (ac — bd, ad + bc).
Luego, por definicion, tenemos que:

Re(w - z) = ac — bd = Re(w)Re(z) — Im(w)Im(z).

En forma analoga se demuestra ii).



Ejemplo 7.6

Calcular

2—i_1—2i
1+ 2i

2—i_1—2i
1+ 2i

2 - )1+ = (1 —2i)2i)"

2 — i) <% - %) — (1 - 2i) <—%i)
1 3, P

(22) (o)




7.1. Numeros Complejos

Ejemplo 7.7
Calcular
(8 — 2i)?
(1—1)
Solucion
3-2i)? : N
(“_g = (5121 — i)
= (5-12j) (; + ;:)
_ 77
= 5 3
Definicion

D1 W] Complejo conjugado

Sea z = a+ bi, se define:
Z=a-— bi.
Z se llama el conjugado de z.

Il AR Modulo de un complejo

2| = V& + b2

|z| se llama el médulo de z.
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A continuacién veremos las propiedades mas importantes del conjugado y el médulo
de un numero complejo.

Teorema

Teorema Sean z,u € C, entonces:
() Z=z.
(1) Z+u=Z+U.
() z-u=z-u.
(v) < ) = S siempre que z # (0, 0)
(V) z+Z=2Re(z) yz—z=2Im(z) 1.
Vi) zeR « z=2Z
i) z-z=|z2.
(vi) z=0 « |z|=0 < Z=0.
(IX) | —z| = !7| = |2].
(X) ‘—‘ ’ ‘ siempre que u # (0, 0).
(x1) |z -ul = |z|-|ul.

Demostracion

Demostraremos solamente VIl dejando el resto como ejercicio para el lector.
Sea z = a+ bi, entonces:

N
NI
Il

(a+ bi)(a— bi)

I
R
+
oy
N

Il
N
o



Problema 7.1
Probar que:

Seau=(a,b) yw = (c,d) entonces,

Re (%) + Re (;V‘) =1

Re(u+ w) = Re(a+c,b+d)=a+c= Re(u) + Re(w)

Por lo tanto,

F:’e(%/) +Re(;vv) =Re(§:;) — Re(1) =1.

Problema 7.2

. 1 . .
Probar que si (z + E) es un numero real, entonces Im(z) =006 |z| = 1.

Sea z = (a, b), entonces,

N
+
|
Il

a -b
z (a’b)+<a2+b2’32+b2>

a+ab’+a ab+b®—>b
aZ+b? a2+ b? '

z+%eR & a&b+b®—b=0
& b(@+b2—-1)=0
< b=0vVv a&+b=1
< Imz)=0V|z|=1.
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Problema 7.3
Encontrar las raices de la ecuacion:

x?—6x+13=0
Solucion
+ /36 — 52 . , ,
Dado que x = 6 "26 S y como /—16 = +4i, se obtienen las raices:
x=0EY 340
Problema 7.4

Dado z € C, determine un nimero complejo w tal que w? = z

Solucion
Seanz =a+bi yw = x + yi. El problema consiste en encontrar los numeros reales
x e y de tal manera que (x + yi)? = (a + bi). Esto significa que debe cumplirse:
x2—y?=ay 2xy=>b. (%)
Utilizando la identidad:
(X2 +y?)% = (X2 — y2)2 + 4xPy®  (xx)
la que es muy facil de comprobar, y combinandola con (x) tenemos:
X2+y?=Va+ b2
Utilizando nuevamente (x), tenemos:

» Va&+b+a » Va&+bP-a

-T2 » V= 2
Al extraer las raices cuadradas, obtenemos dos valores para x y dos para y, los
cuales al combinarlos nos arrojan cuatro posibles soluciones. Sin embargo, no to-

das ellas son soluciones a nuestro problema, pues debemos considerar que (x) nos
restringe, al decir que 2xy = b.

m Caso 1: Si b > 0, entonces debemos tomar x e y ambos con el mismo signo.
m Caso 2: Si b < 0, entonces debemos tomar x e y con signo contrario.



Es decir:
2 2 2 2
4 va +b+a+ a+b al. sib>0
2 2
y

va+bi+a Vat+b:-a, .
W=+ 5 — 5 il si b<O.

Sib = 0, se obtiene que x? = a, y? = 0 lo que nos da para w las soluciones ++/a.
Sia> 0, entonces w es un numero real, pero si a < 0, entonces w es un numero
imaginario puro, es decir, su parte real es cero.

Grafico de numeros complejos I 7.2.1

Dado que los numeros complejos tienen una parte real y una parte imaginaria, es facil
visualizar que para graficar, debemos tener dos ejes coordenados, uno, el eje real y otro
que seré el eje imaginario. El plano determinado por estos dos ejes perpendiculares, se
llama el plano complejo.
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Ejemplo 7.8

Seanzi=1+2iyz, =2 —i. Grafique zy, Z, y z1 + Zo.

Solucion

Im

Z4

21+ 2o

14

:Graficode zi=1+2iyz =2 — 1.

Definicion 7.10 Raeliutyell:lg

La forma polar del nimero complejo z = a+ bi esta dada por :

z = r(cos(d) + isen(h))

donder = |z| y tan(0) = g sia#0.

s

En caso que a= 0 entonces su forma polar es: r (cos( 5

) + isen(%)) )

A r se le dice el médulo de z y al angulo 0 se le llama el argumento de z.

Es claro que el argumento de z no es unico, pero la diferencia entre dos argumentos

.. , . ™ T s

de z es 2r. Es tradicional escoger el angulo en el intervalo } 55 [ que es donde esta
definida la funcién arctan .
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Ejemplo 7.9
Escriba los siguientes numeros complejos en forma polar y grafiquelos:

a)zi=1+i, b)yzo=—-1++/3i, C)23=—4\/§—4i

Solucion

a)|zi| =2y tan(d) = 1. Por lo tanto 6 = %

Luego:

™ . T

z1=V2 (cos (5) +isen (§>>
2
b)|z| = V4 =2y tan(f) = _\/TE. Por lo tanto 9 = arctan(—+/3) = ?ﬂ

Luego:

Z, =2 | cos 2n +/sen 2n

2 = 3 3

c)|zs| = v48+16 =8y tan(d) = —g. Por lo tanto 0 = —%ﬁ.
Luego:
Z3 =8 [ cos —5—7T +isen —5—7r
3= 6 6
Im Im
4 A
1 ++/3i
V3
2 2r
- : > Re : - » Re
1 -1
(a) Grafico de 21 = 1+1 (b) Gréfico de zo = —1+ v/3i

: Gréfico de los numeros complejos del Ejemplo 7.9.



—4/3 - 4i 4T

(c) Gréfico de z3 = —4v/3 — 4i

Figura 7.2: Gréfico de los numeros complejos del Ejemplo (cont.).

Abreviamos la expresién cos(f) + isen(d) por cis (6).

Sean zy =r;cis(01) y zo = » cis(62). Entonces:

(l) Z1Zp =Ml CiS(91 +92)

1) 2= Dgis(6, — 62), 2 #0.
V4 r

Demostraremos la parte (i) y la (11) queda como ejercicio.
Z1Z> = Iy Cis(01)rx cis(02) = rira((cos(f) cos(f2) — sen(fy) sen(bz))

+i(sen(f;) cos(bz) + sen(fz) cos(#1))) = rira( cis (61 + 02).
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Teorema de DeMoivre 7.2.2

Dado z = rcis(f) entonces paratodo n € N se tiene

z" = r"cis (nf).
Demostracion

El teorema se demuestra por induccion sobre n.
Sin=1 esinmediato.
Supongamos que la H.I. es:

z" = r" cis(nh).

Entonces:
z™ = 2"z = r" cis (nb)r cis (9) por H.1.

Utilizando la proposicion anterior, esto es
z™ = r™cis ((n+1)6)

que es lo que queriamos demostrar. [ |

Problema 7.5

Calcular z'° donde z =1 + .
Solucion

Dado que z = \/2cis (%) entonces utilizando el teorema de DeMoivre tenemos

que
z'% = 2%¢is (52—7T) =25,



La raiz n-ésima de un numero complejo z es un numero complejo w tal que
w'=_z.

Sea z =rcis(0). Entonces z tiene n raices n-ésimas distintas y
ellas estan dadas por:

Wk = VI Cis <9+:kﬂ>, parak=0,1,2...(n—1).

Tenemos que encontrar un numero complejo w tal que w" = z.

PR . [0
Una raiz n-ésima de z es wy = /r cis <ﬁ , porque w{ = z por el teorema de
DeMoivre.

Pero el argumento 6 de z se puede reemplazar por 0 +2kr para cualquier entero k.
Luego obtendremos para esta expresion, valores distintos para k = 0,1,2...(n—1). Con
lo que queda demostrado el teorema. [

Problema 7.6
Encontrar las raices cubicas de z = i.
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Solucion
. . ., T
Tenemos aquique z = i = Cis (5)'
Luego por el teorema anterior se tiene que:
Z 4 2kn
W = CIS ZT , parak=0,1y2.
Luego las raices cubicas de i son:
Wo = Cis (W> = \/§+i1 wy = CIS o7 ——\/—§+i1 Wo = CiS St =—i
o= \e)= 2 "2 = 6)7 2 Tla¥"es 2 )= 7"
Graficamente podemos observar donde se situan estas raices dentro del circulo.
Im
A
Wi /- \ Wo

R"}“
o}
3

: Grafico de las raices cubicas de z = |.

Problema 7.7
Encontrar las raices cubicas de la unidad.

Solucion

Tenemos aqui que z =1 = cis(0).
Luego por el teorema anterior tenemos que

W = CIS (?) para k =0,1y2

Esto es:

wo=1,wy = cis 2 ——1+i§ Wor = CIS 4—7r
o=h W= 3)T 2t ¥hes 3
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Problema 7.8
Sea w una raiz cubica de la unidad distinta de 1. Demostrar que:

) w?=w

i) 1+w+w?=0

Demostracion

i) Siw #1 yesuna raiz cubica de la unidad, entonces w = cis (—W> o]

W = Cis 4—7T
= 3 )

Siw=cis (2 ——1+i§=:>wz—cis A ——1—i§—W
B 3) 2 2 - 3) 2 2
Si w= cis A ——1—i£=:>w2—cis 8 ——1+iﬁ—w
- 3) 2 2 B 3) 2 2

En ambos casos se cumple que:

ii) 1+W+W2=1+W+W=1+2F1'e(w)=1+2-%1=0

Problema 7.9

Resolver la ecuacion
224+27=0

Solucion
Tenemos que z°3 +27 =0 < 2% = 27 <—= z = y/-27.
Por lo tanto z = 27 cis ().

Luego sus raices cubicas son:

z = V27 cis (W +32k7r) ,parak=0,1y2
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Luego las soluciones de la ecuacion son:

Z-§+i\/_§_31 /@
o=t Y5 i

Problema 7.10
Sea z = (sen(«a) — sen(f)) — i (cos(a) — cos(5)), demuestre que:

240 = 240 gen*0 (#) cis (20c + 200)

Demostracion

Como z = (sen(a) —sen(B)) — i(cos(a) — cos(f)).
Usando prostaféresis tenemos que:

a—f
2

+ 0 a+f

5 ) + 2isen(

)cos(a

z = sen(
Luego el médulo de z es 2sen(*52) y
a—f . [a+ [
Z = 2sen (T) CIS( 5 )

240 = 240gen*0 (042;5) cis (20a + 2013)

Por lo tanto

Problema 7.11
Sean

zy =2(cos(r/7) + i sen(n/7)), ze=1-1i, zz=1+iV3.

21 56
z .
Evaluar 12 2 y expresar el resultado en la forma a+ i b.

7
3

Solucion

zy=2cis(n/7), zi=V2cis(—n/4) y z3=2 cis(r/3).
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Entonces,

2228 2%'cis(21-7/7) - (V2)® cis(—6 - 7 /4)
zi 27 cis(7 - 7/3)

_ 22137 ¢js (3m) - cis(—3n/2)
B cis (77 /3)

=2 ¢is(3r — 3n/2 — 77/3)

= 217 cis (—57/6)

=2"[cos(r/6 — 7) + isen(m /6 — )]
= 2'"[ — cos(w/6) — isen(r/6)]
=2"(—V3/2 - i/2)

= —2'5,/3 - 218,

Definicion

Definicion 7.12 Wzllllsle)sille}

Se llama polinomio en x a cualquier funcion P definida para todo x mediante
una expresion de la forma:

P(x) = @+ a1 X + @x?+---+a,x"; ne Nu{0}

donde los a;,i =0, - - - , n son constantes llamadas coeficientes del polinomio.
Sia, #0 yn+0, nes elgrado del polinomio P.

Sia,=0yn=0, P no tiene grado.

Proposicion _

Proposicion La suma, resta y producto de polinomios sdlo produce polino-
mios.



Sean P(x) = ay+ai X+apx?+- - -+apx" y Q(x) = bg+b1 x+baX?+- - -+b,,x™ dos polinomios.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n < m y definimos an.x = 0, entonces
es claro que:

P(x) + Q(x) = (a0 + bo) + (@1 + b1)X + (@ + ba)X2 + - - + (@m + by)X™
es un polinomio .El caso de la resta se hace igual. Ademas,

P(x) - Q(x) (G0 + @1 X + @X?+ -+ ax")(by + by X + box® + - - + byx™)

Co+ CiX+CoX2 4+ CpomX™.

Donde:
Co = aobo
Ci = aob1 + a4 bo
C = aobz + ay b1 + azbo
Cx = Z a,-bj
i+j=k
Cnim = anbm-

Es claro entonces, que P(x) - Q(x) es un polinomio.

Ejemplo 7.10

a) P(x) =1 — x3+ (1 — i)x® es polinomio de grado 5 con coeficientes complejos.
b) P(x) = 3x3 es polinomio de grado 3 con coeficientes enteros.
(x)
(x)

c) P(x
d) P(x) = 3 es polinomio de grado 0.

0 es polinomio pero no tiene grado.
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Ejemplo 7.11

Sean P(x) =3+ x — x2 y Q(x) = 5 + x2, entonces:
P(x)+ Q(x) =8 +x

P(x) — Q(x) = —2 + x — 2x?

P(x)- Q(x) =15+ 5x — 2x% + x3 — x*.

DY WA KL Raiz de un polinomio

Si o es un numero para el cual P(a) = 0, se dice que « es unaraiz del polinomio
P.

Observaciones

1. Es claro de la demostracion anterior y de los ejemplos, que el grado del
polinomio suma de dos polinomios es menor o igual al grado del mayor
de ellos. En el caso del grado del polinomio producto, resulta la suma de
los grados de los polinomios originales.

2. Como P(0) = ay, se deduce que, si 0 es una raiz de P ( y sdlo en ese
caso), ap = 0 y el polinomio puede expresarse en la forma:
P(X) = aiX+aXx2+---+anx"
= x(a + ax+---+ax"").

Es decir,P(x) = xQ(x), donde Q es un polinomio de menor grado que P.
Luego, en el caso general, vemos que el polinomio

P(X) = @y + @i X + @Xx®+ - + apx"
puede escribirse en la forma:

2

P(x)=ap+ ai(a+ (X —a)) + a(a+(x — )+ -+ ap(a+ (x —a))".

Esto es, si desarrollamos las potencias de (a + (x — «)) mediante el Teo-
rema del Binomio, podemos escribir P en la forma:

P(X) = by + by (X — ) + ba(x — )2 + - - - + bp(X — )"
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Observamos que P(a) = by y, por lo tanto, o es una raiz de P si y sola-
mente si by = 0, en cuyo caso:

P(X) = by (X — @) + ba(x — a) + ba(x — )2 + -+ + bp(X — @)™,

lo que es equivalente, si utilizamos nuevamente el Teorema del Binomio
y reordenamos, a la expresion:

P(x) = (X — a)(C1 + CoX + C3XZ + - - + Cpx™ ).

En general, si o« es una raiz de P, entonces el polinomio es divisible por
(x — «), es decir, expresable en la forma:

P(x) = (x — a)Q(x)

donde Q es un polinomio de menor grado que P. Es obvio que si P(x)
es expresable en dicha forma, entonces « es raiz de P, de modo que
podemos asequrar que o es raiz de P siy solo si éste es divisible por
(x — «).

Teorema Si un polinomio P(x) = ay+ a1 X + @x%+---+apx" con a, # 0 tiene
mas de n raices diferentes, necesariamente todos los coeficientes del polinomio
son nulos,(es decir, P(x) = 0 para todo x.)

Demostracion

Si o es una raiz de P, ya establecimos en la Observacion 1 que podemos escribir el
polinomio P como sigue:

P(x) = (x — a)Q(x)

donde Q es un polinomio de menor grado que P. Por lo tanto, si 8 es cualquier numero
distinto de «, tenemos:

P(5) = (6 — ) Q(P)

luego, (5 es raiz de P si y solamente si, $ es raiz de Q y en tal caso, tenemos que:

Q(x) = (x = B)S(x),
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donde S es un polinomio de grado menor que Q. Por lo tanto:
P(x) = (x — a)(x — B)S(x).

Si continuamos con este razonamiento, podemos demostrar por induccion que si a, ag,
-+, ap SON raices todas distintas del polinomio P, entonces:

P(x) = (x — aq)(X — az) - - (X — an)k
donde k es una constante.

Luego, si P tuviera otra raiz distinta de las anteriores, tendria que ser k = 0, pero enton-
ces, desarrollando el producto, todos los coeficientes resultan nulos y el polinomio P(x)

seria cero para todo x. [ |

Corolario Dos polinomios tienen los mismos valores para cada x si y sola-
mente si sus coeficientes homologos son iguales.

Demostracion

Si dos polinomios valen lo mismo en cada x, entonces el polinomio diferencia de
ambos tiene un exceso de raices reales y, por lo tanto, todos sus coeficientes son nulos.

El reciproco es obvio. [

Divisiéon de un polinomio por un polinomio de grado uno 7.3.1

Sea P(x) = ay+a; X+ ax?+- - -+a,x" polinomio de grado n. En la Observacién 1|vimos
que si « €s un numero, entonces podemos también escribir P de la siguiente manera:

P(x) = bp(x — )"+ by_1(x —a)" "+ + by(Xx — ) + by ()

por lo tanto,

P(x)

S\ o n—1 - n—-2 .
x—o) bo(x — )" '+ b1 (Xx—a)" 4+ + by +

(x —a)

Si desarrollamos con el Teorema del Binomio la Ultima expresién, obtenemos:
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b
(x —a)
El polinomio ¢,x™ " + ¢,_1x" 2 + --- + ¢; se llama el cuociente y la constante b, el resto
de la division de P(x) por el binomio (x — «).
Es importante notar que (x) implica que el resto de la division de P(x) por (x — a) es
el valor de P para x = «a.
Este método, conocido como el de coeficientes indeterminados, permite calcular los coe-
ficientes del polinomio cuociente y también el resto de la divisién, sin efectuar los desa-
rrollos anteriores, sino resolviendo un sistema de ecuaciones, a saber, el que se plantea
igualando los coeficientes homdlogos de ambos miembros en:

n—2

P(X)=(X—Oz)(Can_1 + Ch_1X +- 4+ CoX+Cp)+ by

es decir:

Ch = an
Ch-1 = ap-1+0aCy
Ch2 = dpo2+aCpq
Ci = a +ak
bo = 4o+ aly.

Hemos demostrado entonces el siguiente teorema:

Teorema Teorema del Resto Para cualquier numero « y polinomio P, el
resto de la division de P(x) por (x — «) es P(«). Esto es, si

Px)=QXx)(x—a)+R

con grado de R menor que 1, entonces P(a) = R.

Ejemplo 7.12

Dividir P(x) = 2x* — x3 + 3x + 4 por (x + 1).
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Solucion

Comenzamos ordenando los coeficientes del polinomio P en orden decreciente de poten-
cias de x (si una potencia no aparece, colocamos 0).En este ejemplo, queremos dividir
por el binomio (x + 1) es decir, « = —1. Sabemos que:

(553(1)) =X+ X2+ CoX + 0 + (xio1)
donde

Cs = as = 2

c; = az+(—1)ecy = —1-2 = -3

c = a+(—1)ec = 0+3 = 3

g = a+(-1)e = 3-3 = 0

by = a+(-1)cg = 4+0 = 4

Podemos resumir lo que acabamos de hacer en el siguiente cuadro:

« a, a3 a & ao

2 -1 0 3 4

-2 3 -3 0
2 -3 3 0 4

Cy C3 Co Cq bo

Cabe destacar, que by = P(—1) = 4 Por lo tanto:

4
_ a2 3
(x+1)_3X 3X° +2X +—(X+1)

El siguiente teorema nos entrega un algoritmo de divisiéon entre dos polinomios arbi-
trarios:
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Teorema Sean P y S dos polinomios, donde S es distinto del polinomio 0.
Entonces existen dos unicos polinomios Q y R tales que:

(1) P(x) = Q(x) - S(x) + R(x),
(1) El grado de R es menor que el grado de S ¢ R es el polinomio 0.

Demostracion

i) Demostraremos primero la existencia. Debemos considerar dos casos:

Caso (1) Supongamos que el grado de S es mayor que el grado de P.
En este caso, podemos escribir el polinomio P como sigue:

P(x) = 0- S(x) + P(x)

y es claro que se cumplen las conclusiones del teorema.

Caso (2) Supongamos ahora que el grado de S es menor o igual que el grado de P.
Haremos la demostracion utilizando el Sequndo Principio de Induccion sobre
el grado n de P. Supondremos como Hipdtesis de Induccion que el teorema
es verdadero para todo polinomio de grado menor que n.

Supongamos que P tiene grado n, entonces:

P(X) = @ + @i X + @X* + -+ + a,x", con a, #0

Sea
S(X) = by + by X + bax? + -+ bpx™, con b, #0 y m<n
y sea
Py(x) = P(x) — 20 x-m 5(x).
bm

Entonces P; es un polinomio de grado menor o igual que n porque el término
de grado nde P : a,x" se cancel6 con el término de grado n de

amn x"~M S(x) que es:
brm

a
XM b x™ = a,x”.
bm
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Utilizando la hipdtesis de induccion aplicada a P,, tenemos:

Pi(x) = Qy(x) - S(x) + R(x),

donde el grado de R es menor que el de S. Luego

P(x) = Pi(x)+ b—x”‘”’S(x)
= Qi(x)- S(x) + %xﬂmS(x) + R(x)
- (@) + ?x””’)S(x) + R(x)
= Q(x)- S(x) + R(x)
Por lo tanto,
Q(x) = Qs(x) + %x"-m

Con lo cual queda demostrada la existencia

ii) Ahora demostraremos la unicidad.
Sea

P(x) = Qi(x)-S(x)+ Ri(x)

Q(x) - S(x) + Ra(x),

con grado de R, y grado de R, ambos menores que el grado de S. Entonces
S(x)(Q1(x) — Qa(x)) = Ri(x) — Ra(x),

Por lo tanto , como el grado de S(Q; — Qv) es igual al grado de S mas el grado
de (Q; — Q) (observacion [7.3.5]) y el grado de (Ry — R») es menor o igual que
el maximo de los grados de Ry y R., y ambos son menores que el grado de S,
tenemos que el grado de S mas el grado de (Q; — Q) es menor que el grado de S.
La unica forma que esto pueda cumplirse es que (Q; — Qx) no tenga grado, es decir,
que sea el polinomio 0, con lo cual Q; = Q».

Por lo tanto:

Ri(x) = P(x) — Qi(x) - S(x) = P(x) — Qa(x) - S(x) = Rz(x).
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Ejemplo 7.13

Sea P(x) = 2x3+3x2 —4x +1 y S(x) = x? + x + 1 Encontrar el resto (R) y el cuociente (Q)
de la division de P por S.

Solucion

Dado que el grado de P es mayor que el grado de S, aplicaremos el procedimiento de la
demostracion del teorema anterior en el caso (2).
i) Escribimos los polinomios P y S en orden decreciente de sus potencias.

ii) El término de mayor grado de P es 2x3 y el de S es x2.Buscamos entonces el factor
que multiplicado por x? nos da 2x3, en este caso es 2x.

iif) Calculamos P;(x) definido en la demostracion anterior:
Pi(x) = P(x) — 2" xS (x)
bm

En nuestro caso nos queda:
Pi(x) = x> —6x + 1.

iv) Si el grado de P, es menor que el grado de S, el proceso termina y P, es el resto,
Si no, se comienza nuevamente el proceso, pero ahora con el polinomio P;. En
nuestro caso, el grado de P, es 2 y es igual al grado de S, luego debemos repetir
el procedimiento con el polinomio P;. Asi, en este caso, obtenemos el polinomio
P>(x) = —7x, cuyo grado es menor que el grado de S, lo cual nos dice que el
proceso ha finalizado.

v) El polinomio cuociente Q se obtiene sumando los factores que aparecen en el punto
ii) y el resto R es el polinomio que se obtiene al finalizar el proceso del punto iv). En
este caso resulta Q(x) =2x +1 y R(x) = Pa(x) = —7x.

Podemos resumir el procedimiento de la siguiente manera:

2x3 + 3x2 - 4x + 1 X2+x+1 = 2x+1

2x3 + 2x2 + 2x

x> - 6x + 1

- 7x + 0
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Proposicion _

Proposicion SiP(x) = ap+a;x+---+apx" es un polinomio con coeficientes
enteros que tiene

una raiz racional de la forma g donde p y g son enteros primos relativos (es decir,

no tienen factores comunes distintos del 1), entonces p divide a a, y q divide a a,.

Demostracion

Dado que g es raiz de P, se tiene que:

p p\"
Q+a|=|+---+a (=) =0
’ 1(a) ”(q)

aq"+aipg" '+ +ap"=0.

Luego

Por lo tanto
aq"+aipq" '+ - +a,_1p"'qg=—ap".

Como el numero q es un factor del lado izquierdo de la identidad anterior, tenemos en-
tonces,que debe dividir el lado derecho, es decir, q divide a a,p”, pero por hipdtesis p y
g son primos relativos, por lo tanto q divide a a,.

Similarmente

apq" '+ +ap" = —aq",

por lo que p divide a a,q". Como p no divide a q", divide entonces a a. [ |

Ejemplo 7.14

Encontrar las raices racionales de P(x) = x® — 2x? — 25x + 50.

Solucion

Aplicando la proposicion anterior, sabemos que si P(x) tiene alguna raiz racional g en-

tonces p divide a 50 y q divide a 1. Por lo tanto los posibles valores de g son:

+1,+2,+5,£10, £25, +£50.



Verificando cada uno de los numeros, obtenemos que P(2) = 0, luego 2 es una raiz
racional. Ademas
P(x)

2
= x° — 25.
Yo X 5

Luego
P(x) = (x — 2)(x — 5)(x +5).

Por lo tanto las raices racionales de P(x) son2,5, —5.

Aceptaremos el siguiente teorema sin demostracion dado que ella es demasiado com-
plicada para este texto.

Teorema Fundamental del Algebra I 7.3.2

Todo polinomio complejo no constante tiene al menos una raiz compleja.

Si P es un polinomio real y « es una raiz compleja de P, entonces
@ también es raiz de P.

P(x) =ap+aix +---+apx",

con sus coeficientes reales. Tenemos que:

0=Pla)=ap+aja+--+ap".
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Como el conjugado de un numero real es el mismo numero real y utilizando las propie-
dades del conjugado vistas en el teorema 7.2, tenemos:

0=Pa)=ay+aa+---+ama” = P(a).

LI A d Polinomio irreducible

Un polinomio P real no constante es irreducible si y solo si no existen polino-
mios reales Q, R de grado mayor o igual a uno y menor que el grado de P tales

que:

para todo x € R.

Teorema W#e Todo polinomio real P no constante puede escribirse como pro-
ducto de polinomios reales irreducibles, es decir:

P(x) = P1(x)Pa(x) - - - Pm(x),

donde Py, P,,--- , P, son irreducibles.

Demostracion

La demostracion es por induccion sobre el grado de P. Sea n el grado de P, como P no

es constante, tenemos n > 1.
Sin=1, entonces P es irreducible.
Supongamos como H.I. que todo polinomio de grado menor que n cumple con el teorema.

Entonces tenemos dos casos para P de grado n :

i) Si P es irreducible, entonces el resultado es claro.
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i) Si P no es irreducible, tenemos que:
P(x) = Q(x)R(x),

con el grado de Q y de R mayores o iguales que 1 y menores que n. Luego, apli-
cando la H.l. a los polinomios Q y R obtenemos el resultado.

Teorema Los polinomios reales irreducibles son los polinomios de primer
grado y los de segundo grado con discriminante negativo.

Demostracion

Sea P un polinomio de grado mayor que 2. Demostraremos que es reducible. Por el
teorema fundamental del algebra, P tiene por lo menos una raiz «. Entonces:

P(x) = (x — a)Q(x).

Si o es real, entonces (x — «) también lo es, y por lo tanto Q debe ser polinomio real.
Luego, P(x) es reducible pues el grado de (x — «) es 1 que es menor que el grado de P
y el grado de Q es n — 1 que es menor que n.

Si o no es real, entonces a es también raiz de P y son numeros distintos. Por lo tanto
tenemos que:
P(x) = (x — a)(x — a)Q;(x).
Dado que
(X —a)(x —a) = X2 — (e + @)X + a7,
es un polinomio real, entonces Q; también lo es y el grado de Q; es n — 2 que es mayor
o igual que 1 y menor que n. Por lo tanto P no es irreducible.

Hemos demostrado entonces, que los polinomios irreducibles son de grado 1 6 2.
Es claro que los de grado 1 son irreducibles. Ademas los polinomios de grado 2 con
discriminante no negativo tienen raices reales, por lo que no son irreducibles. Sea ahora,
P(x) = ax? + bx + ¢ un polinomio real de grado 2 con discriminante negativo. Si fuera
reducible tendriamos:

P(x) = (cix + di)(C2X + @),



278 Capitulo 7. Polinomios y Numeros Complejos

—di —d ] . : .
con ¢y, C, # 0. Entonces, C—1 y 0_2 serian raices reales de P, lo que es imposible por
1 2

ser el discriminante negativo. Por lo tanto P es irreducible. [ |

Teorema Todo polinomio real de grado impar tiene por lo menos una raiz
real.

Demostracion

Sea P polinomio de grado n impar. Sabemos que P puede escribirse como producto
de factores irreducibles:

P(x) = Qi(x)Qa(x) - - - Qm(X).
Si todos los factores fueran de segundo grado, se tendria que:

n=2m,

lo que es una contradiccion. Entonces, por lo menos uno de los factores es de grado 1,
. —b .
digamos que Q;(x) = ax + b, con a # 0. Entonces - es una raiz real de P. [ |

Ejemplo 7.15

Factorizar P(x) = x* — 2x3 + 6x2 + 22x + 13 como producto de polinomios irreducibles sa-
biendo que 2 + 3i es una raiz compleja de P.

Solucion

Sabemos entonces que 2 — 3i es raiz de P, por lo tanto P es divisible por (x — (2 + 3i)) y
por (x — (2 — 3i)),luego P es divisible por el producto, es decir:

(x —(2+30)(x — (2—-3i) = x®* —4x +13.

es un factor irreducible de P (su discriminante es negativo).Dividamos ahora P por esta
factor y obtenemos:
x* —2x3+6x%+22x+13

2
2 Ax:13 =Xx"+2x+1.




7.3. Polinomios 279

Es decir, el polinomio x? +2x + 1 es un factor también de P, sin embargo no es irreducible
pues es de grado 2 y su discriminante es positivo. Claramente

X2 +2x + 1 =(X+1)2

Por lo tanto los factores primos de P son (x? — 4x +13) y (x + 1), luego:

P(x)=x*—2x3+6x2+22x +13 = (X2 — 4x + 13)(x + 1)(x + 1).
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Ejercicios Propuestos

10.

11.

. Exprese el numero complejo

- e
. 3+4i
forma canodnica.

Encuentre las partes reales e imaginarias

del nUmero complejo: hl
PleIo: 535

Encuentre las partes reales e imaginarias
(1 — )2+ 3J)

! lejo:
del nimero complejo @ - 3i)

Resuelva la ecuacion x2 — 6x + 10 = 0.

Encuentre la ecuacién cuyas raices son
5=144i.

: : z .
. Siz=1+i, exprese > en su forma cano6-

nica.
Siz= 1 evalle z -z
' T 2-3i’ '
Six+yi= t encuentre x e
' Y= 2+’ y:
. Six +yi = (a+ bi)(c+ di), demuestre que
X — yi = (a— bi)(c — di).
Dados
z=3-2i, u=2i—4,
calcule
(@) z+u
(b) z-u
z
(c) 7
(d) [(z— )

Calcule los médulos de los siguientes na-
meros complejos:
2-i2-(1+10)3
@ @021+
(2+1)
b) 1 +1)-v/1—1i

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Resuelva las ecuaciones:

2

(@) ix*+ix+1+i=0

(b) (1+2)/x= 1+
X
Demuestre que si ad — bc = 0 entonces

a+bi
c+di

Encuentre un nimero complejo z tal que

|z| = —=1—-2|

1

2]

Resuelva las siguientes ecuaciones:
@ |z|—z=1+2i

(b) |z|+z=2+1.

Demuestre que para todo numero com-
plejo z # —1 existe un ndmero real t tal
que:

Halle la forma polar de los siguientes
complejos

) i—V3
)1+If
c) vV2-—
(d)1+l\f
(e) 5
)
)
)

(a
(b
(

e
() —20
3—4i

(h) =7i

(a) Pruebe la siguiente identidad

cos(50) = 16 cos®(9)—20 cos®(6)+5 cos(h)
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(o) Demuestre que las soluciones de
z* — 322 +1 = 0 estan dadas por
Z = 2¢08(36); 2cos(72); 2cos(216);
2c0s(256).

i++v3
=i

Calcule z2°7° sabiendo que z =

Para todo n € N demuestre que

L <—1 +i\/§>”+ (-1 —i\/§>"
ne 2 2

es un numero real y determine explicita-
mente su valor.

(a) Determine las raices de z8+1 = j/3.

(b) Resuelva la ecuacion (z + )" — (z —
=0

Demuestre que (x +1)" — x" — 1 es divisi-
ble por x?>+x+1 siy solo si nes un natural
no multiplo de 3.

Sea w # 1 una raiz cubica de la unidad.
Determine el valor de

(1+w)"+(1+w?)".

Dado el numero complejo z = (sin(«) —
sin(B))+i(cos(«) —cos(f)), demuestre que

10 _ 510 10 (06 ; 5> GBila+f)

Dé un ejemplo de dos polinomios Py Q
no constantes tales que :

(a) El grado del polinomio suma es es-
trictamente menor que el grado de
P.

(b) El grado del polinomio suma es es-
trictamente menor que el grado de
Q.

Demuestre que x? + x + 1 es polinomio
irreducible.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

281

Pruebe que x* + 3x® + 3x2 + 3x + 2 es di-
visible por x + 2.

. Divida:

(@) x"+3x6+2x3+3x%—x+1 por x*—x+1.

(b) x5 —3x%+6x —1

€ (x—1)"—x"—1
Pruebe que (x + 1)" — x™ — 1 es divisible

por x° + x + 1 si y sblo si n es impar no
multiplo de 3.

por x° + x + 1.
por (x2 +x +1)2.

Encuentre el cuociente y el resto al divi-
dir:

(@) 2x* —6x3 +7x% — 5x por x + 2.

(b) —x*+7x3 — 4x2 por x — 3.

(€) (n—1)x" — nx"~" +1 por (x — 1).
Si al dividir x* + px3 + gx> — 16x — 12 por
(x? + 1)(x + 3), el resto es 5x®> — 18x — 9,
encuentre py q.

Pruebe que x° — 3x* — x2 — 2x — 3 es
divisible por x — 3.

Encuentre ay btales que:3x3—4x?+ax+b
sea divisible por x2 — 1.

Pruebe que las raices de x° + x + 1 satis-
facen la ecuacion:

X +4x®+3x* +2x3 +x+1=0.

Factorice en factores irreducibles P(x) =
20x3 —30x2 +12x — 1.

Encuentre todas las raices de P(x) = x®—
2(1 +i)x? — (1 — 2/)x + 2(1 + 2i) sabiendo
que 1+ 2/ es una raiz.

Encuentre todas las raices de P(x) = x*—
2x3 + 6x2 + 22x + 13 sabiendo que 2 + 3i
es una raiz.

Encuentre las raices racionales de:
(@) P(x)=3x3—26x°+34x —12.
(b) P(x)=2x3+x%+1.

(c) P(x)=6x3—x%+x—2.
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39.

40.

41.

42.

Capitulo 7. Polinomios y Numeros Complejos

En cada uno de los siguientes casos, de-
termine si Q es factor de P:

(@) P(x) = x* + 3x3 5x2 + 2x — 24 ,
(X)=
(b) P(x)=x®—4x?> —18x+19, Q(x) =
X +3.
(c) P(x) = 2x* +5x3 +3x% + 8x + 12,

Q(x) =2x + 3.

Demuestre que x — y es factor de x° —
y®, x8 —y8 x7 —y’ yx8 — y& Encuen-
tre el cuociente en cada caso.

Demuestre que x + y es factor de x° + y®°

y de x” + y’. Encuentre el cuociente en
cada caso.

Indique todas las raices de los siguientes
polinomios:

(@) (x —2)(x —3)%(x +4)3.

(b) (x +7)(2x — 3)3.

(€) (x® —4x +4)(x?>+3x —10).
(d) (x+1)3(x —2)°.

(e) (8x +5)(x% — 6x +9)°.

43.

44.

45.

46.

En cada uno de los siguientes casos, en-
cuentre un polinomio de tercer grado con
coeficientes enteros cuyas raices son:

(@) 8,2 —1i

(b) —4,6i.

(c) —(1/3),3 +/2i.

(d) (2/3), (=3 +V5i)/2).

Demuestre que si ax3+bx?+cx+d tiene a
(x — 1)? como factor, entonces b = d — 2a
yc=a-—2d.

Encuentre el valor de k para el cual las
raices del polinomio

P(x) = 2x + 6x2 + 5x + 5k
estén en progresion aritmética.

Encuentre ay b de modo que el polino-
mio:
i x+2

P(x) = anx" — b(n+ 1)x

sea divisible por x> — 3x + 2.



1. a) Resuelva la siguiente ecuacién compleja en la incognita z:

8=l 4 3i1+i
Z+1

y escriba las soluciones en la forma a + bi.
b) Determine todos los z € C que satisfacen :

2. Sea p(x) un polinomio de grado 2009, tal que p(1) = 1, p(—1) = 3, p(0) = 4. Deter-
mine el resto que resulta al dividir p(x) por el polinomio g(x) = x® — x.

3. a) Sea p(x) = x® + ax? + bx + ¢ un polinomio con coeficientes reales. Si se tiene
que 1 + / es raiz de p(x) y que el polinomio g(x) = p(x?) tiene a x = —2 como
una raiz, determine los coeficientes de p(x).

b) Pruebe que las raices de x? + x + 1 satisfacen la ecuacién

X +dx®+3x*+2x%+x+1 =0.

4. a) Utilizando la forma polar de los nimeros complejos, demuestre que:
A+)*"—(1-0)*" =0, neN.

b) Sea zj = i?k + [~1900k 4 (j=19) + |1 — |2 con k € Z. Determine para cada k € Z
la parte imaginaria y la parte real de z.

5. Determine ¢ € R si se sabe que al dividir el polinomio
p(x) = x* —3x3+11x% + 15 por x — c,
el resto de la division es 3¢® +12¢ — 3

6. a) Seaz®=1(z#1).Sean: oy =z— 2% ap =22 — z%, demuestre que o? - a3 = 5.



b) Sea z = (sen(«a) — sen(5)) — i(cos(a) — cos(5)), demuestre que:

a—p

2%0 — 240 ggn0( .

) Cis (20 + 205)

7. Dado el polinomio p(x) = x3 — 6x% + (b®> + 12)x —2acona,bc R :
a) Determine ay b si se sabe que el resto al dividir p(x) por el polinomio x2 — 1
es 16x — 6.

b) Encuentre la raiz real del polinomio si se sabe que a = 2 — /3 es una raiz
compleja de p(x).



Logaritmo y
Exponencial

En este capitulo introduciremos las funciones logaritmo y exponencial. Tendremos
que saltarnos algo de la formalidad que hemos utilizado hasta ahora en las definiciones,
por falta de herramientas matematicas. En un curso formal de calculo, se volveran a
introducir formalmente estas funciones, sin embargo es muy util poder utilizarlas lo antes
posible, porque ellas modelan un gran numero de situaciones de la vida real.

La funcion exponencial con base a, a> 0 y a#1 se define paratodo x € R
por:

f(x) = a".

Su grafica puede verse en la siguiente figura.

285
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A A
a>1 a<i
/1 |
R \
(a) Grafico de f(x) = a*. paraa > 1. (b) Gréfico de f(x) = a*. paraa > 1.

: Gréfico de la funcién exponencial.

Ejemplo 8.1

X
La grafica de fi(x) = 2%, fr(x) = 3* y f3(x) = (%) se muestran en la siguiente figura.

3% ox (1)X
A 2 A

7 ) | —

(a) Grafico de fi(x) = 2¥ y fo(x) = 3*.

(b) Gréfico de f(x) = <> .
. Gréfico de f,(x) = 2%, h(x) = 3, y f(x) = (%) ,
Observaciones

i) El dominio de la funcion exponencial es R y su recorrido es R*.

n

y . 1 .
ii) Dada la sucesion a, = |1+ ) veremos en el capitulo |10 que para

valores muy grandes de n € N esta funcién se acerca muchisimo a
un numero irracional que se define como e y su valor aproximado es de
2,718281828 .... La funcion exponencial con base e se llama la funcion
exponencial natural f(x) = e*.
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Ejemplos de modelamiento con la
funcion exponencial natural 8.2.1

Ejemplo 8.2

Propagacion de un rumor.

Se ha modelado el niumero n de personas en una comunidad que escucha un rumor
mediante la formula:
n=p (1 o efo.1sd)

donde p es la poblacion total de la comunidad y d es el numero de dias que se cuentan
a partir del comienzo del rumor.

Si la comunidad estudiantil de un cierto ramo de calculo en la universidad cuenta con
750 personas, ¢cuantos de ellos han escuchado el rumor al cabo de 3 dias? ;y al cabo
de 5 dias?

Solucion

Tenemos que al cabo de 3 dias, segun la formula que modela esta situacion es:
n=750(1 — e %%) ~ 272 personas
y al cabo de 5 dias es:

n=750(1 — e %7°) ~ 396 personas.

Ejemplo 8.3

La presion atmosférica p decrece cuando aumenta la altura h. Esta presion medida en
milimetros de mercurio, depende de los kilometros en que se mide la altura sobre el nivel
del mary la relacion es:

,D(h) — 7606—0,145h

¢ Cual es la presion atmosférica a 10 km. de altura sobre el nivel del mar?

Solucion

Tenemos que a 10 km. de altura la relacion es:

p(10) = 760e~'*° ~ 178,273 milmetros de mercurio.
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Ejemplo 8.4

Se ha descubierto que el porcentaje P de personas que responde a una propaganda en
el periddico después de t dias es:

P(t) = 50 — 100e %%

a) ¢ Qué porcentaje responde después de 5 dias?
b) ; Qué porcentaje responde después de 10 dias?
c) ¢ Cual es el porcentaje mas alto que se espera que responda?

Solucion

a) Para 5 dias tenemos :

P(5) = 50 — 100e~'° ~ 27,68983 %.
b) Para 10 dias tenemos:

P(10) = 50 — 100e~2 ~ 45,02129 %.

¢) Es claro que el valor de P va a ser mas grande cuando e~°3! sea m4s chico, y esto
se produce para valores muy, muy grandes de t, de forma que e °%3es muy, muy
pequernio; luego el valor maximo esperado es de 50 %.

Ejemplo 8.5

Modelo del decaimiento radiactivo.

Simy es la masa inicial de una substancia radiactiva con vida media h ( esto es, el tiempo
requerido para que se desintegre la mitad de su masa), entonces la masa restante en el
tiempo t se modela por:

m(t) = me~" donde r = %
Si el polonio 210 tiene una vida media de 140 dias y si una muestra de este elemento
tiene una masa de 300 mg, calcule la masa que queda después de 1 ario. ;Cuanto tarda
en desintegrarse hasta llegar a una masa de 200 mg.?
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Solucion
Aqui tenemos que r = % ~ 0,00495.
Luego

m(t) = 300g0:00495¢
con t esta medido en dias, luego
m(365) = 300e~ 000495365 ~, 49 256 mg.
Ademas, si queremos llegar a una masa de 200 mg., tenemos que:
200 = 30000049

Esto da como resultado aproximadamente 82 dias. La solucion a esta ecuacion la ten-
dremos en la proxima seccion, cuando introduzcamos la funcion logaritmo.

Ejemplo 8.6

Interés Compuesto.
Sean

i) C el capital inicial

i) i la tasa de interés por afio
iii) n numero de veces que se capitaliza el interés por ano
iv) t numero de aros.

Entonces, el interés compuesto A(t) se modela mediante la formula:

i nt
A(t)=C<1+B> .

Si se invierte $10.000 a una tasa de interés del 12% anual, calcule cuanto tiene en
la cuenta después de 3 anos si el interés se capitaliza anualmente, semestralmente o
trimestralmente.

Solucion

12
= Anualmente: A(3) = 10.000 (1 —) = $14.049, 3.

m Semestralmente: A(3) = 10.000 0 12

) =$14.185,2.

m Trimestralmente: A(3) = 10.000 ( ) =$14.307,7.
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La Funcion Logaritmo m

A partir de los graficos de la funcion exponencial, se puede notar (y esto no es de-
mostracion) que es funcién inyectiva en su dominio, por lo tanto es invertible. La funcién
inversa de la exponencial es la que definiremos como funcién logaritmo.

DI le s R W4 Funcion logaritmo

Seaac R*, a#1. Lafuncionlogaritmo en base a denotada por f(x) = log,(x)
se define por:

y =log,(x) < & = x.

En particular

» Sia=e entonces denotamos log,(x) por In(x).

m Sia=10 entonces denotamos log,,(x) por log(x).

A continuacion vemos el grafico de la funcion logaritmo, como la inversa de la funcién
exponencial.

A A
a<i
> >
1 a>1 1
(a) Grafico de la funcién logarit- (b) Gréfico de la funcién logarit-
mo para a > 1. mo paraa< 1.

: Grafico de la funcién logaritmo.
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Propiedades _

1 log,(@)=x, xeR

2 a%%™=x x>0

3 DoMm(log,) = R*

4 log,(1)=0

5 log,(a) =1

6 log,(xy) =l0g,(x) +log.(y)

7 log, (}—f) =log,(x) —10g,(¥)

8 |Oga(Xy) = yloga(x)

Demostracion

Las propiedades (1), (2), (3), (4) y (5) salen de la definicion de la funcion logaritmo.

6. Sean:
log,(x) =u<=a"=x
y
log,(y)=v<=a"=y
Luego
Ioga(xy) = loga(auav) = loga(au+v) =U+V= Ioga(x) + loga(y)
7.
X (6) X
0g,(6) =log, (% ) 2 og, (X} +log,(y)
Despejando:

0g, () = 109,00  log,(»)



8. Sea
log,(x) =u<=a"=x
Entonces:
|Oga(Xy) = Ioga (aU)y) = loga(auy) =uy=y Ioga(x).
[ |
Cambio de base I 8.3.1

Dado y =log,(x) nos interesa encontrar log,(x), es decir, hacer un cambio de base.
Veamos como:
y =log,(x) <= b’ = x < log,(V’) = log(x)

log,(x)

= y10g,(b) = log,(x) <= logy(x) = o250

Problema 8.1 I
Resolver la ecuacién:
3X+2 — 7
X+2 X+2 |n(7)
3 =7 < 1In(3 )=In(7)<:>(x+2)ln(3)=ln(7)<:>x=m—2

Problema 8.2
Resolver la ecuacién:
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Solucion

Problema 8.3

Resolver la ecuacion:
3xe* + x°e* =0

Solucion
3xe* + x?°e* =0 <= xe*(3+x) =0
Dado que e* # 0, se tiene que
XB+x)=0«<=x=0V x=-3.

Luego las soluciones son {0, —3}.

Problema 8.4

Resolver la ecuacion:
log(3x +2) =log(x —4) + 1.

Solucion

log <3x+2)
Iog(3x+2)—|og(x—4)=1<:>Iog<sxx+f)=1<:>10 X—4) _ 10

<:>3X+2—10<:>x—42
X—4 7

Problema 8.5

Resolver
ef+e =2
Solucion
1
ex+e*"=2<:>ex+§=2<:>ez"—2ex+1 =0« (e —1)2=0

= =1 x=0.
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Problema 8.6

Sea f(x) = log, (3log(10x) — 2) . Asumiendo que f es inyectiva, determine su fun-
cién inversa.

Solucion

y
y =log, (3log(10x) — 2) <= 2¥ = 3log(10x) — 2 < % = log(10x)

= 10@*2/3 = (10x) <= x = 10® /3,

Luego
f~(y) = 10@"-D/3,

Problema 8.7

La poblacién de un pais aumenta segln el modelo exponencial y = y,e* siendo y
el numero de habitantes en el instante t y k es una constante (y, es la poblacién
inicial). Si en el afio 1997 la poblacion del pais era de 12 millones de habitantes y
en el ano 2007 era de 16 millones ¢,qué poblacidén se estima para el afio 2012?

Solucion

Elegimos t = 0 en el afio 1997. Por lo tanto, la poblacion t anos después viene
dada por
y(t) = 12€"  millones.

El afio 2007 corresponde a t = 10 y sabemos que

y(10) = 16 = 12¢'% = k = 1 In <f) ,

l In <i)t
de modo que y(t) = 1210 3 .

El ario 2012 corresponde a t = 15 y la poblacion es, entonces

E In (ﬂ) 3/2
y(15) = 1210 \3/ _ 12(%) - % ~ 18,5  millones.
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Problema 8.8

Sea g : R — (—o0, 0] una funcién inyectiva. Demuestre que la funcion

eI 1, six<0
f(x) =

In(2 —g(x)), six>0
también es inyectiva.

Solucion

Como la funcién e es inyectiva, tenemos que f(x) es inyectiva en (—oo, 0] pues

X1, ngo AN f(X1)

= fx) = eI —1 = gt _ {
= eg(x1) — eg(x2>

= g(x1) = g(x)
y esto ultimo implica que x; = X» por la inyectividad de la funcion g.

Por otra parte, la inyectividad de la funcion In implica la inyectividad de f(x) en
(0, c0) pues

X1, X2>O A f(X1) =

= In(2 - g(x2))

= g(x1) = g(x)
y nuevamente obtenemos que x; = Xo por la inyectividad de la funcion g.

f(x2) = 1In(2-9(x1))

= 2-9g(x) = 2—-9g(x)

Por ultimo notamos que si x; < 0 < X entonces f(x;) # f(x2) pues, como g(x) < 0,

f(x2) = In(2—g(x)) > In(2) >0 > 9™ —1

= f(x1)
con lo cual tenemos que f en inyectiva en todo R.
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Ejercicios Propuestos

. ¢Para qué valores de n € N se verifican:

= log,, b" =log, b
m log,. b =log,. b'/"

. Sabiendo que a? + b? = 7 ab, demuestre

que:

log ((1/3) - la+ b|) = (1/2). (log |a| + log [b] )

Resuelva la ecuacién

In ((x? — 5x +6)(x® — 5x +5)) =
In(x — 2) +In(x — 3)

eX — e

2
mine x € R tal que h(x) = 2v/2.

Dada la funcién h(x) = , deter-

. A partir de la solucién de la inecuacién:

e < 1 resuelva la inecuacion:

xe* < x

Resuelva las ecuaciones siguientes:

@ <;>x+2 16

(b) 92¢- <;>X+2 =27 (392

(c) 83x—5 _ \/é

(d) In(2+x) =1
(e) 2log(x) =log(2) +log(3x — 4)
(f) loga(x® —x —2)=2

(o) log, (¥7) = 2

(h) 2 log(x) = 1 +log(x — 0,9)

. Si f(x) =3%, calcule

In(35 — x%) _ 3

) In(5 — x)

f(x +2) — f(x)
- o

funcién de f.

Dada las funciones f(x) = e¥*~1, g(x) =
5+log(x — 1)

» Grafiquelas y determine el dominio
y el recorrido.

» Determine donde sea posible la in-
versa.

9. Dadala funcion f(x)=a* cona> 0, a#

10.

11.

1, demuestre que V x, z € R:

n f(x+2)=1f(x)-f(2)
. )=

n f(bx) = (f(x))°

Determine cuales de las funciones si-
guientes, satisfacen la condicion

P52 = 3 100+ 100)

= n(x)
" 2x
n 2X

Resuelva los sistemas:

2X 4% = 0
(a)
X—y = 15

Il
()]

log(x) + log(y®)

" s (3)

1l
—
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12.

13.

14.

15.

Grafique las siguientes funciones, indique
el dominio y el recorrido.

(@ f(x)=In(|x —1])
(man=Wu—w
(©) f(x) = In(|x| + 1) — 1

(d) f(x) = log([x]), [x] denota la parte
entera de x

(e) f(x) =[log(x)], [x] denota la parte
entera de x

La poblacion de cierta isla como funcion
del tiempo t que esta dada por:

20000
T 146201

Halle el incremento entre t =10y t = 20.

f(t)

Las estrellas se clasifican en categorias
de brillo llamadas magnitudes. A las es-
trellas méas débiles (con flujo luminoso Lg)
se les asigna magnitud 6. A las estrellas
mas brillantes se le asigna magnitud con-
forme a la férmula:

m(L) =6 —2,5-log <LLO>

en donde L es el flujo luminoso de la es-
trella.

(a) Determine msiL =10%*. L.

(o) Resuelva la formula para evaluar L
en términos de my de Ly.

Si se detuviera de repente la contamina-
cion del Lago Erie, se ha estimado que
el nivel de contaminantes decreceria de
acuerdo con la formula

y(t) =Y - e—0;3821 t

17.
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en la que t esta en anos e y; es el nivel
de contaminantes cuando se dejé de con-
taminar. ;Cuantos afios tomara eliminar
el 50 % de los contaminantes?

. Los sismélogos miden la magnitud de los

terremotos mediante la escala de Richter.
Esta escala define la magnitud R de un
terremoto como:

Fx’=log<ll>
0

donde [ es la intensidad media del terre-
moto e Iy es la intensidad de un terremoto
de nivel cero.

(a) Determine la medida en escala de
Richter de un terremoto que es 1000
veces mas intenso que un terremoto
de nivel cero.

(b) El gran terremoto de San Francisco
en 1906 tuvo una medida aproxi-
mada en escala de Richter de 8, 3.
compare la intensidad de este terre-
moto con respecto de un terremoto
de nivel cero.

En los ejercicios siguientes suponga que
una poblacién o sustancia crece a una ra-
z6n continua r por unidad de tiempo. Si
Ap corresponde a la cantidad inicial, en-
tonces la cantidad A presente después de
t unidades de tiempo esta dada por:

Alt)=Aye't ,r>0

(a) De acuerdo con el almanaque mun-
dial, la poblacién mundial en 1986
se estimaba en 4.7 miles de millo-
nes de personas. Suponiendo que
la poblacion mundial crece a razén
de 1.8 % al afno. Estime la poblacion
mundial en al afio 2010. 4En qué
ano la poblacion mundial serd de 10
mil millones?
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(b)
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Suponga que una colonia de bac-
terias, crece aproximadamente de
600 a 4500 en 12 horas. Determine
un modelo de crecimiento exponen-
cial para estas bacterias.

Una cierta raza de conejos fue in-
troducida en una pequefa isla hace
8 anos. Se estima que la poblacién
actual es de 4100, con una tasa re-
lativa de crecimiento del 55 % anual.
¢,Cudl fue el tamano inicial de la po-
blacion?, Estime la poblacion dentro
de 12 afos, a partir de ahora.

18. En los ejercicios siguientes suponga que

una poblacién o sustancia decrece a una

razdn continua r por unidad de tiempo. Si
Ap corresponde a la cantidad inicial, en-
tonces la cantidad A presente después de
t unidades de tiempo esta dada por:

At)=Aye "t ,r>0

(a) 100 gramos de sustancia radioacti-
va decae a razéon de 4 % por hora.
¢(En cuanto tiempo quedaran sélo
50 gramos de sustancia?

(b) El cuerpo elimina cierto farmaco a
través de la orina, a razén de un
80 % por hora. Suponiendo que la
dosis inicial es de 10 mg. Estime
la cantidad de medicamento en el
cuerpo 8 horas después de la dosis
inicial.



. Si se detuviera de repente la contaminacién del Lago Rapel, se ha estimado que el
nivel de contaminantes decreceria de acuerdo con la férmula:

—0,3t

y(t) = yoe

En la que t se mide en afos e y; es el nivel de contaminantes cuando se detuvo la
contaminacion. ¢ Cuantos anos tomaria eliminar el 50 % de los contaminantes?

. Resuelva la desigualdad: 0 < In(x® — x) < 1

. Sea g : R — (—o0, 0] una funcién inyectiva. Demuestre que la funcién

eI 1, six<0
f(x) =
In(2 - g(x)), six>0

también es inyectiva.

. El nUmero de bacterias de un cultivo se modela por la funcién
y(t) =500 eln(81)t,

donde t se mide en horas e y se mide en millones. Determine EXACTAMENTE cada
cuantas horas se triplica el nimero de las bacterias en este cultivo.

. Resuelva el sistema de ecuaciones
9x. 3 27
29 . 4% = 4

a) Una comunidad de conejos ha sido liberada en una isla perdida. Se ha estima-
do que el nivel de crecimiento de dicha poblacién esta dado por:

N(t) = Noe't

siendo t medido en meses 'y N, en numero de conejos existentes al ser
liberados en la isla. Determine el tiempo transcurrido para que la poblacién se
haya triplicado.



b) Resuelva la ecuacion:
5 - 25% = —6.

7. La poblacion de un pais aumenta segln el modelo exponencial y = y,ek
siendo y el nimero de habitantes en el instante t y k es una constante (y, es
la poblacién inicial). Si en el afo 1997 la poblacién del pais era de 12 millones de
habitantes y en el aflo 2007 era de 16 millones ¢ qué poblacion se estima para el
ano 20127.



Geometria Analitica

En todo este capitulo trabajaremos en el plano con los ejes coordenados ya introdu-
cidos en el capitulo 2. Uno de los resultados mas importantes de la Geometria Analitica
es la férmula que nos permite calcular la distancia entre dos puntos del plano. Aqui la
introduciremos como una definicion.

Sean Pi(x1,y1) Y Pa(x2, y2) dos puntos del plano. Se define la distancia entre
ellos como:

IPiPs| = /(X2 — x1)2 + (Y2 — 11)2.

Pendiente e inclinacion de una recta I 9.1.1

Sea L una recta no vertical. Sean P;(x1, y1) Y Pa(Xz, y2) dos puntos distintos sobre
ella, como se muestran en la siguiente figura.

301
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Y
A L
P,

P
P,
> X
I
: Recta L.
Sea m un numero definido por:
m= Yo — W) (*)
Xo — Xy

Usando triangulos semejantes se demuestra facilmente que si P{(x{, y1) Y P5(X5, ¥5) son
otros dos puntos distintos de L entonces

Y
m=22=0
2 1

Por lo tanto, el numero m es independiente de la eleccion de los puntos Py y P, en la
recta y por lo tanto es una caracteristica inherente a la recta.

I KA Pendiente de una recta

El numero m definido en (*) se llama pendiente de la recta L siempre que la rec-
ta no sea vertical.

I0=)iTa ]l s KXY Inclinacion de una recta

Sea o angulo que forma la recta con el eje X positivo, entonces es inmediato
gue m = tan(a). a se llama la inclinacién de /a recta L.



Dos rectas Ly y L, no verticales, de pendientes my y m, respectivamente, son
paralelas si y sélo simy = m..

Dos rectas Ly y L, no verticales, de pendientes my y m. respectivamente,son
perpendiculares si y solo sim; - m, = —1.

Problema 9.1

Encuentre la pendiente m, de una recta L, que sea perpendicular a la recta L4
que pasa por los puntos P;(—2,1) y P»(3,5).

La pendiente my de la rectal, es:

Por lo tanto m, = —g
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Ecuacion de la recta 9.1.2

Ecuacion punto-pendiente

1. Si L es una recta vertical, entonces todos los puntos de L tienen la misma

abscisa; si esta abscisa es a entonces un punto P(x, y) del plano estaenL si
ysblosi x=a.
Por lo tanto L es la grafica de la relacién
{(x,y) eRxR:x=aj}.
Esta recta la denotamos como

L:x=a

. Si L es una recta horizontal, entonces todos los puntos de L tienen la misma

ordenada; si esta ordenada es a entonces un punto P(x, y) del plano esta en
L siysolosi y=b.
Por lo tanto L es la grafica de la relacién
{(x,y) eRxR:y=b}.
Esta recta la denotamos como

L:y=5b.

. SiL no es ni vertical, ni horizontal, pasa por el punto P;(xs, y1) y tiene pendien-

te m, entonces un punto P(x, y) del plano esta en L siy sélo si la pendiente
del segmente PP; es m, es decir:

Y=
X — Xy

Px,y) eL <— m-=
Como L no es vertical, entonces x # xy. Luego:
P(x,y)eL <= y—y1=mx —x), (1)

La ecuacion obtenida en (1) se conoce como la ecuacion punto-pendiente de
larectal .
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Ecuacion comun

Toda recta no vertical debe intersectar el eje Y en algun punto de la forma P;(b, 0) ,
por lo tanto, si su pendiente es m entonces utilizando la ecuaciéon (1) de la recta,
tenemos que

Px,y)eL < y=mx+b.

La ecuacion de larecta y = mx +b se conoce como la forma comun de la recta L.

Ecuacion simétrica

Toda recta no vertical ni horizontal, debe intersectar tanto al eje X en P;(a,0) vy al

. . b
eje Y en P,(0, b). Entonces podemos calcular su pendiente m = 2
Luego utilizando (1) nuevamente, tenemos que

P(x,y) e L <:>{ Y _1.

W)
(o)

., . . X
La ecuacién de la recta no horizontal ni vertical = + Y 1 se conoce como la forma

b
simétrica de la recta L.

Teorema Toda recta en el plano coordenado es la grafica de una ecuacion
lineal de la forma:
Ax+By+C=0

donde A, B'y C son numeros reales arbitrarios, con la unica restriccion que A 'y
B no sean simultaneamente cero.

Demostracion

Ya vimos que la ecuacion y = mx + b tiene como grafica una recta no vertical y la ecua-
cion x = a es la grafica de una recta vertical y cada una de estas ecuaciones es una
ecuacion linealen x e y. [
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Teorema La grafica de toda ecuacion de primer grado en dos variables, de

la forma
Ax+By+C=0

con A y B no simultaneamente cero, es una recta.

Demostracion

Caso 1)
Si B #0 entonces

A C
AX+By+C=O<:>y=_§X_§
y la grafica de la ultima ecuacion es una recta.
Caso 2)
SiB =0 entonces A0 y en este caso nos queda la ecuacion
x=_%
A

que es la ecuacion de una recta vertical.

Problema 9.2

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rec-
tasx —3y+2=0y 5x+6y —4 =0 y que es paralela a la recta de ecuacion
4x+y+7=0.

Solucion

Para buscar el punto de interseccion de las dos rectas, resolvemos el sistema:

Il
o

X—3y+2

5x+6y — 4

Il
o




Su solucion es el punto P (0, g) )

Larectadx+y+7 =0 eslamismaque larecta y = —4x —7 por lo tanto su
pendiente es —4.

o . 14
Luego la recta pedida tiene pendiente —4 y pasa por el punto P; (0, E) por lo
que su ecuacion es:

2
= _4x+Z
Yy X+3

Sea L unarectay Pi(x1,y;) un punto que no esta en L .Se define la distancia
de P alL como la distancia entre los puntos P y Q donde Q es el punto de
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interseccion de la recta que pasa por P y es perpendicular aL . Esta distancia
se denota por d(P,L).

En la siguiente figura se describe la definicion.

Y
A P

> X

: Distancia de un punto P a una recta L.

Teorema K La distancia del punto P(x4, y;) a la recta no vertical L de ecua-
cion
Ax+By+C=0
esta dada por
|AX1 + By1 + C|
dP,L) = .
( ) VA2 + B?

Demostracion

Dado que la recta no es vertical, tenemos que B # 0 y por lo tanto, podemos escribir la
ecuacion de la rectaL como
C

A
y = mx + b donde m=-2y b=—§(*)
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La ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular alL es
B 1
y= _E(X — X1) + 1

Para encontrar el punto Q de interseccion de ambas rectas, debemos resolver el sistema:

y =mx+b

1
y ——E(X—X1)+Y1

La solucion es

m(y; — b)+ Xy mPy; + mx; + b
Q ’
1+ m? 1+ m?

Por definicion d(P,L) = |PQ| y para calcular |PQ)| tenemos:

B (i —b—mx)
(x=x) = 1+ m?

_(mxq +b—y1)
V=w)="—7z

Por lo tanto:

i =b+mx)®  ys — b+ mx|
d(P’L)_\/ 1+m? O Viem

Reemplazando en esta ecuacion los valores de m y b dados en (*) obtenemos:

‘AX1 + By1 + C’

A=

Problema 9.3

Encontrar la distancia del punto de interseccion de las rectas x —y —1 =0 vy
x—2y+1=0 alarecta 5x+12y — 13.

Solucion

Resolviendo el sistema:



Il
|
>

y

2y = x+1

Se obtiene el punto de interseccion P(3, 2).
Por lo tanto la distancia a la recta dada es:

15+24 13
V25 + 144

La circunferencia C es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un
punto fijo llamado centro; la distancia de éste a cualquier punto de la circunfe-
rencia se llama radio.

Con esto, hemos demostrado:

La circunferencia de centro en O(h, k) yradior > 0 es la grafica
de la ecuacion:
(x—hZ+(y—k?=r?

que se conoce como forma reducida de /a ecuacion de la circunferencia.
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Problema 9.4

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene como extremos de un didme-
tro los puntos A(—4,6) y B(2,0).

Solucion

El centro O(h, k) de la circunferencia es el punto medio del segmento que une los
punto A y B. Por lo tanto sus coordenadas son:

—4+2
h = 5 = —1
_6+0
==
Ademas como r es la distancia del centro a cualquiera de los extremos del diametro,

tenemos:

r=+1(2+1)2+(0—-32=/18

Por lo tanto, la ecuacion buscada es:

(x +1)?+(y —3)?=18.

Teorema K] Cualquier circunferencia es la grafica de una ecuacion de la for-
ma:
x>+y?+Dx+Ey+F=0, para D,E,FeR

llamada forma general de la ecuacion de la circunferencia.

Demostracion

Sea C wuna circunferencia de centro O(h,k) y radio r > 0. Entonces ella es la
grafica de la ecuacion:
(x —h?2+(y —k)?=r2

Desarrollando los cuadrados tenemos que la circunferencia C tiene por ecuacion:
x>+ y? —2hx —2hk+ W* + k?* —r? =0

Sean:
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m D=-2h
m £ =2k
m F=h?+k®— 12

Entonces reemplazando, la ecuacion de C es:

X>+y?+Dx+Ey+F=0

Teorema m La grafica de la ecuacion

x2+y?+Dx+Ey+F=0

puede ser una circunferencia, o un punto o el conjunto vacio.

Demostracion

Completando cuadrados en la ecuacion x?+y?+ Dx+Ey+F = 0 nos queda equivalente

a
(x-2) +(r-2) =
donde t = %(d2+E2—4F)

Entonces tenemos tres casos, a saber:

i) t > 0, en este caso la ecuacion es la grafica de una circunferencia con centro en
=(-D/2,—E/2) y radio /1.

ii) t=0, en este caso la ecuacion se reduce al punto (—D/2,—E/2).

iif) t < 0, como la suma de cuadrados no puede ser negativa, en este caso se trata
del conjunto vacio.
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Problema 9.5

Determine la grafica de las siguientes ecuaciones:

1) 5x2+5y2 —14x+7y —24=0
2) X2+ y?+6x—-2y+10=0
3) x>+ y?+8x—18y+100=0

Solucion

1) 5x2+5y2—14x+7y—24=0<:>x2+y2%+g—%=0

7\? 7\? 145 . .
— (X — 5]+ y + 0) =20 Por lo tanto se trata de una circunferencia
145

con centro en=(7/5,—7/10) yradio r = 20
2) X2 +y?2+6x—-2y+10=0 <= (x+3)?+(y —1)2=0

Por lo tanto se trata del punto P(—3,1).
3) X2 +y?+8x — 18y +100 =0 <= (x +4)2+ (y — 9)2 = -3.

Por lo tanto, aqui tenemos el conjunto vacio.

I RR:A recta tangente a la circunferencia

La recta tangente a la circunferencia C en un punto P de ella es la recta per-
pendicular al radio en dicho punto.



Problema 9.6 I

Encontrar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x2 + y2 =4 que pa-
san por lo punto (2, 2).

A partir de la observacion, vemos que las tangentes a esta circunferencia en el
punto P(xi,y,) tienen como ecuacion

X
y—y1=—y—1(x—x1) = yyi+xxy=xX2+y?=4

Dado que el punto (2,2) no esta en la circunferencia, como vemos en la figura,
van a haber 2 tangentes desde este punto a la circunferencia y para determinar las
ecuaciones, necesitamos encontrar los puntos de tangencia.

Y
A

> X

Figura 9.3: Rectas tangentes a la circunferencia del problema
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Dado que la recta que une el centro de la circunferencia con los puntos de tangencia
Y1

tiene pendiente m; = o y la recta que pasa por (2,2) y los puntos de tangencia,

1
. . -2 o

tiene pendiente m, = i ! 5 y por definicion de tangente, estas dos rectas deben

—
, 1
ser perpendiculares, obtenemos que my = -
2

Esto plantea que

Yi(yi—2 1
Xq X1—2 -

V24 X2 =2y +2X) = 4=2)+2X; == X1 =2 — J

Es decir:

Substituyendo este valor en la ecuacion de la circunferencia, obtendremos los pun-
tos de tangencia:

@-y)P+yi=4 =27 —4y1=0 < 2y1(y1 —2) =0.

Por lo tanto tenemos dos soluciones : y; =0y y; = 2.
Luego los puntos de tangencia son: (2,0) y (0, 2).

Con lo cual las ecuaciones de las tangentes solicitadas son:

X=2y y=2.

Eje radical 9.3.1

Sean Gi(x,y) =0 y Ga(x,y) = 0 dos ecuaciones en las variables x e y, y
ki, ko € R. Considere la ecuacion:

ki G1(X,y) + ko Gz(X,Y) =0 (*)

Es claro que si un punto P(xi, y;) satisface las ecuaciones Gi(x,y)=0 y Go(x,y) =
0, entonces también satisface la ecuacion (*), esto significa que si P(xq, y1) es un punto
en la interseccién de las graficas Gi(x,y) =0 y Ga(x,y) = 0, entonces pertenece a
la gréafica de la ecuacion (*), es decir, la ecuacion (*) contiene los puntos que estan en la
interseccion, si es que existen, de las graficas Gi(x,y)=0 y Ga(x,y) =0.

Considere ahora las circunferencias que son las graficas de las ecuaciones:

X+ 2+ Dix+Eiy+F =0y X2+ y?+Dox+Epy+F =0
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entonces
k1(X2 +y2 + D1X+ E1y+ F1) + kZ(X2 +y2 + DZX+ E2y+ Fg) = 0, (**)

es la ecuacién de una curva que pasa por los puntos de interseccion, si es que existen
de las dos circunferencias dadas.

Si (ki + ko) # 0, entonces dividiendo ambos lados de (**) por k; + ko obtenemos la
ecuacion

X2+y2+DX+Ey+F=O

cuya gréfica es una circunferencia o un punto o el conjunto vacio.

Si ki + ko, = 0, la ecuacién (**) se reduce a una ecuacion lineal y por lo tanto, su
gréfica es una linea recta, que se llama eje radical de las dos circunferencias; si las dos
circunferencias se intersectan, entonces el eje radical pasa por los puntos de interseccion
y si son tangentes, entonces el eje radical es la tangente comun a ambas.

Para hallar los puntos de interseccion de dos circunferencias que se cortan, convie-
ne determinar la ecuacién del eje radical y luego buscar las soluciones comunes a la
ecuacion del eje y a una de las circunferencias. La ecuacidn del eje radical se obtiene
facilmente, restando miembro a miembro las ecuaciones de las dos circunferencias, pre-
feriblemente en su forma normal.

Ejemplo 9.1

Encuentre la ecuacion del gje radical de las circunferencias C; y C, y determine las
coordenadas de sus puntos de interseccion, donde

Ci:(x+22+(y—42=10y Co:(x —1/2)>+(y —3/2)?>=5/2.
Solucion

Tenemos que las ecuaciones en forma normal de las circunferencias son:
2, .2 _ 2,2 -
X“+y +4x—-8y+10=0y x“*+y —x -3y =0
restando la segunda menos la primera obtenemos el eje radical cuya ecuacion es

X—y+2=0
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Resolviendo el par de ecuaciones
X—y+2 =0

x2+y2—-x-8y =0

obtenemos que (—1,1) y (1,3) son los puntos de interseccion de las dos circunferen-
cias.

La Parabola

Definicion I
I0=)iTa I s KA Parabola

Una parabola es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo
F llamado foco y de una recta fija DD’ llamada directriz. La recta que pa-
sa por el foco y es perpendicular a la parabola se llama eje de la parabola. El
punto medio del segmento de recta que pasa por el foco y es perpendicular a la
directriz, se llama el vértice de la parabola.

En la siguiente figura estan indicados estos puntos.

D

D/

: Elementos de una parabola
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Ecuacion de la parabola 9.4.1

Escogemos los ejes coordenados para que el eje X coincida con el eje de la parabola
y el vértice en el origen. Sea p > 0, entonces el foco tiene coordenadas F(p,0) y la
directriz es la gréfica de la ecuacion x = —p.

Sea P un punto que no esta en la directriz y sea M el pie de la perpendicular desde
P a la directriz.

Entonces P esté en la parabola si y sélo si:
IPM| = |PF| <= |PF| = \/(x—p)Z+y2=|PM| =|x+pl
Por lo tanto, P esta en la parabola si y sélo si:
(x+p)? = (x —pP+y? < y*=4px

Con esto hemos demostrado:
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Teorema La parabola de foco F(p,0), p > 0 con vértice en el origen y
directriz x = —p es la grafica de la ecuacion

y? = 4px.
Observaciones

En la siguientes figuras se observan las graficas de las parabolas centradas
para los casos que p >0 y p < 0 respectivamente.

P

(X’y) ‘ D1

P(x,y)

Pq Fle0)

> X > X
1
1
1
__I
I R
1 1
e D,
(@ p>0. (b) p < 0.

: Parabolas con su eje coincidendo con el eje X.

En forma andloga, considerando el eje de la parabola como el eje Y y el vértice en el
origen, se tiene:
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Teorema m La parabola de foco F(0,p) con vértice en el origen y directriz
y = —p es la grafica de la ecuacion

x2 = 4px.

(@) p>0. (b) p < 0.

: Pardbolas con su eje coincidendo con el eje Y.

Problema 9.7

Demuestre que las rectas my = m?>+p, y my+x = —pm? con m+# —1 se cortan
sobre la directriz de la pardbola y? = 4px.

Solucion

La directriz de la parabola tiene ecuacion x = —p por lo tanto, si demostramos que

las rectas se cortan en un punto tal que su ordenada es —p el problema queda
demostrado.

Como
X=—pm?—my = my=mP(—pm? —my)+p = my +m’y =p—pm*

= my(1 — m?) = p(1 — m*) = p(1 — M?)(1 + m?)
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_om2
Como m+#1 entoncesy = p(1mm)
Luego
X =—pm? —p(1 —m?) = —p.
Elementos de una parabola 9.4.2

(=111 s MM I Cuerda focal de un parabola

Todo segmento de recta que pasa por el foco y cuyos extremos son puntos de
la curva, se llama cuerda focal

=111l s MR [ ado recto de una parabola
La cuerda focal que es perpendicular al eje de la parabola, se llama lado recto

Y

D A
1
1
' L
1
1
1
1
1
1

>

0 F X
1
1
1
1
I R
1

D
1

: Elementos de una parabola.



Problema 9.8 I

Encuentre el vértice, el foco, los puntos extremos del lado recto y la ecuacién de la
directriz de la parabola y? = —8x.

La ecuacion y?> = —8x es de la forma y? =4px con p=—2.

Por lo tanto el vértice esta en el origen y el foco es F(—2,0) y la ecuacion de la
directrizes x = 2.

Dado que el lado recto mide |4p| = 8 entonces |FL| = |FR| = 4.

Por lo tanto

L=(-2,4) y R=(-2,—4).

Translacion de ejes coordenados I 9.4.3

En ocasiones es necesario introducir un nuevo sistema de ejes coordenados, ademas
del original. Vamos a suponer que ambos son rectangulares, que el sistema original tiene
origen O vy ejes rectangulares X e Y. El nuevo sistema tiene origen O vy ejes
rectangulares X’ e Y’ como se ve en la siguiente figura:
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Y’ Y

A A

1

1

1

. >
o, %

1

1

9 x

1

1

1

1

1

: Translacion de un eje coordenado.

Si Xy X son paralelos aligualque Y y Y’ y en el mismo sentido, entonces se
dice que el sistema X'O'Y’ se obtiene del sistema XOY mediante una translacién de
ejes coordenados.

Sean (h,k) las coordenadas de O’ con respecto al sistema original y sea P
un punto del plano que tiene (x,y) como coordenadas respecto al sistema original y
tiene (x’,y’) como coordenadas respecto al sistema trasladado, como se muestra en la
siguiente figura:

Yy vy
A A
vivo oo P
: 1
------------ e - -

Ok k} v

: :

E 0| Xty >

1

1

: Relacion entre las coordenadas de un sistema transladado.
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Entonces podemos ver que:

X = X'+h X = x—h

y y' +k y = y—k

Las ecuaciones (*) y (**) se llaman ecuaciones de translacion.

Problema 9.9
Sea C la gréfica de la ecuacion:
(x+1)®+(y —3)>=18
Traslade el sistema coordenado de tal manera que en el nuevo sistema la ecuacion

de la grafica C esté centrada en el nuevo origen y determine su nueva ecuacion
con respecto al nuevo sistema.

Solucion

Para ello necesitamos que el nuevo origen tenga coordenadas (—1, 3).
Por lo tanto las ecuaciones de translacién son:

X=x+1y y =y-3.

Haciendo la substitucion correspondiente obtenemos su nueva ecuacion:

(x")? + (y')? = 18.

Teorema m Una parabola de eje paralelo al eje X con su vértice en (h, k)
y con p como distancia dirigida del vértice al foco, es la grafica de la ecuacion:

(y — k)? =4p(x — h)
Si el gje de la parabola es paralelo al eje Y , entonces es la grafica de la ecuacion:

(x — h)? = 4p(y — k).
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Demostracion

Consideremos la parabola con eje horizontal y vértice en (h, k). Hagamos una trans-
lacion de ejes coordenados al sistema X'O'Y' donde el nuevo origen es O'(h, k).
Entonces la ecuacion de la parabola respecto al sistema nuevo es:

(V)2 = 4px’

En la siguiente figura se aprecia la situacion descrita para cuando p >0 y p <0
respectivamente.

Y Y’ Y’ Y
A A A A
1 1
1 1
1 |
| |
SRR R Vo 77 R S [ohK~- """ X
1 1
1 1
Ol 1 > X 1 Ol > X
1 1
1 1
1 1
(@p<0 (byp<0

: Parabola bajo la translacién de ejes coordenados.

Dado que:
X=x—-hyy=y—k

haciendo la substitucion correspondiente en la ecuacion, obtenemos que la parabola
dada es la grafica de la ecuacion:

(v — k)? = 4p(x — h).

Se hace la misma translacion para el caso de la parabola con eje vertical. [ |

Teorema La grafica de
By?+Dx+Ey+F=0 con B+0 yD+#0

es una parabola de eje paralelo al eje X o superpuesto a él.



Completando cuadrados vemos que la ecuacion dada es equivalente a:

-5 +-50-(0-5)

y el teorema anterior nos dice que la grafica de esta ecuacion es una parabola de eje
paralelo al eje X y sera superpuesto a €l cuando E = 0. [ |

La grafica de

Ax+Dx+Ey+F=0con A0y E+#0

es una parabola de eje paralelo al eje Y o coincidente con él.

La demostracién es similar al teorema anterior y queda de ejercicio para el lector.

Problema 9.10
Demostrar que la gréfica de

Ax?+Dx+F=0;con A#0

esta formada por dos rectas paralelas al eje Y, o por una recta paralela al eje Y
o por el conjunto vacio.

D1 Jp?
Ax?+Dx+F=0; con A#0 < x = D+ 2?4 4AF

Entonces tenemos tres posibles casos:

1) Si D> — 4AF < 0 entonces no hay solucion real y tenemos el conjunto vacio
como solucion.
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. > D
2) Si D?> — 4AF = 0 entonces entonces la tinica solucién es x = 24 lo que
corresponde a una recta paralela al eje Y.

3) Si D> — 4AF > 0 entonces entonces tenemos dos soluciones que son las
rectas paralelas al eje Y dadas por

_—D+VDP—2AF J x —D- D2~ 4AF

2A 2A

En forma similar se puede demostrar que la ecuacion:
Ax? + Ey+ F=0; con A#0

es la grafica de dos rectas paralelas al eje X, o una recta paralela al eje X o el
conjunto vacio. [ |

Problema 9.11

Se define una recta como tangente a la parabola en el punto Py(Xo, yo) de la para-
bola, si la recta intersecta a la parabola solamente en P, y no es paralela a su eje.
Determine la ecuacion de la tangente a la parabola x? = 4py en el punto Py(Xo, ¥o)
de la parébola.

Solucion

La ecuacion de la tangente en P, debe tener la forma:

Y — Yo = m(x — Xo)

Como por definicion, la interseccion de la recta con la parabola debe ser solamente
el punto P, tenemos entonces que:

=20

Por lo tanto, la ecuacion de la tangente es:
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La Elipse

Definicion

Definicion 9.12 @al[eEl

Sean F, y F, dos puntos fijos y a un numero positivo. Se define la elipse £
como el conjunto de puntos del plano tales que la suma de las distancias a F;
ya F, eslaconstante 2a.

Los puntos fijos F1 y F. se llaman los focos de la elipse.

La ecuacion de la elipse 9.5.1

Por lo tanto, un punto P del plano pertenece a la elipse £ siy sélo si:

|PF1|+|PF2|=23

Introducimos los ejes coordenados de modo que la recta que une los focos sea el eje
X vy el origen sea el punto medio del segmento F>F.
En la figura siguiente se grafica la situacion.

P

P> %

y -’

A P4 \

I Se g N

~

1 ¢‘ \

! ¢’ S o \
1 ,” ~“, \

27 L 4 - b Vi
od b,
Fo~~_ Nz

So ’
~ 4

Se ’
RS ’
N..

Ps

: Elipse.

Entonces en este sistema coordenado tenemos que F»(—c,0) y Fi(c,0). Luego,

P(x,y) e £ < V/(x—CP+y2+/(x+C)2+y?=2a
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—= V(x—C2+y2=\/(x+C)2+y2—2a

= (x—0c)2+y?=4a+4a/(x+C)2 + y2 + (X + €)% + y?

— a\/(x+0)2+y2=2a+cx
— (@ - P)x2 + &Py = a(&¥ — ?)
X2 y

= S+

2 32_02=1'

Dado que por definicion, a > ¢y por lo tanto a®—c? > 0 designamos por b? = 8°—¢?
y la ecuacién cuya grafica es la elipse es:

X2 y2

 + e = 1 donde b? = & — ¢?

Con esto hemos demostrado:

Teorema La elipse £ de focos Fi(c,0) y Fx(—c,0) enlacual 2a es
la suma de las distancias de un punto de ella a ambos focos, es la grafica de la

ecuacion:
X% yP > 2 2
?+F=1 donde b =a" — c“ (%)
Los elementos de la elipse. 9.5.2

(a) Larecta que pasa por los focos de la elipse se llama eje focal

(b) Lospuntos V; y Vo enlos que el eje focal intersecta a la elipse se llaman vértices
de la elipse

(c) El punto medio del segmento F;F, se llama el centro de la elipse
(d) El segmento ViV, se llama eje mayor de la elipse

(e) Elsegmento de recta B;B, determinado por los puntos de interseccion de la elipse
con la recta perpendicular al eje focal que pasa por el centro, se llama eje menor

(f) Los segmentos determinados por las intersecciones de la elipse con las rectas que
pasan por los focos y son perpendiculares al eje focal se llaman lados rectos de
la elipse.



Figura 9.12: Elementos de una elipse.

La elipse £ de focos F1(0,c) y F2(0,—c) enlacual 2a esla
suma de las distancias de un punto de ella a ambos focos, es la grafica de

2 2
%+%=1 donde b® = & — C? (x%)

Similar a la anterior y queda como ejercicio para el lector.
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Problema 9.12

Construya la gréfica de la ecuacién
16x2 + 25y2 = 400

Determine focos, vértices, longitud de lados rectos y los valores de a,b y c.

Solucion

Dividiendo la ecuacion por 400 obtenemos que estamos buscando la grafica de la

ecuacion: ,

X2y
25716 -
Dado que 25 > 16 se trata de una elipse con eje mayor horizontal donde a=5 y
b=4.
Esto nos dice que ¢® =25 —16 =9 porlo que ¢ = 3. Luego los focos son
Fi =(3,0) y Fx(—3,0). Los vértices son: Vi =(5,0) y Vo =(-5,0).

1

Para los lados rectos, tenemos que

20> 2(16) 32
RiLy| = |Roly| = 52 =120 _ 22
RiLi| = [ReLe = = = == = 5

Luego los extremos de los lados rectos son:
16 16 16 16
R1 (35 _€> ) L1 (35 ?) ’ RZ (_35 _F) ) L2 (_3: ?) .

A partir de los ultimos dos teoremas y utilizando translaciones de ejes cartesianos,
tenemos las elipses desplazadas:

Teorema La elipse con centro en (h, k) cuya distancia focal es 2c¢ y cuyo
efe mayor es horizontal y de longitud 2a es la grafica de la ecuacion

Ry 2
x azh) Y bzk) =1 donde b? =& — c?

Teorema La elipse con centro en (h, k) cuya distancia focal es 2c¢ y cuyo
efje mayor es vertical y de longitud 2a es la grafica de la ecuacion

Ry 2
x bzh) Y azk) =1 donde b?=a"—c?
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Teorema Sea

Ax?+Cy? +Dx+Ey+F =0, con AC>0y A#4C.

Al escribir esta ecuacion en forma equivalente, completando cuadrados, nos que-

da: , ,
D E
A(X+ﬂ> +C(y=%) =M

donde

D E?

= — 4+ — —

4A 4C

Entonces

» SiM =0 entonces la gréfica es el punto (—D/2,—E/2).

» SiM > 0 entonces la gréfica es una elipse con centroen (—D/2A,—E/2C) eje
mayor horizontal o vertical, dependiendo de que M/A sea o no mayor que
M/C.

» SiM < 0 la gréfica es el conjunto vacio.

Problema 9.13

Determine las gréficas de las siguientes ecuaciones

1. 25x2 + 9y2 + 150x — 36y + 36 = 0
2. x> +4y? - 2x -8y +5=0.

Solucion

2 _ n\2
25x2 + 92 + 150X — 36y + 36 = 0 < (XBS) ; (y252) -1

Dado que 25 > 0 se trata de una elipse en que & =25 y b? =9, luego

su eje mayor es vertical con centro en C(—3,2) ycomoc = va®—b° =4

entonces Vi(—3,7) y V—-2(—8,—-3), los extremos del eje menor son B;(0, 2)

y Bx(—6,2).

2. x2+4y? - 2x -8y +5=0+<= (x —1)2+4(y —1)?=0.
Luego, se trata del punto (1,1).
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La Hipérbola

Definicion 9.13 Wglje]felel]

Dados dos puntos fijos Fy y F> y un numero positivo a , la hipérbola H es
el conjunto de puntos del plano que tienen la propiedad de que un punto P
pertenece a’H siy solo si, el valor absoluto de las diferencias de las distancias
|PFi| y |PF,| de P alos dos puntos fijos F; y F, esigual a 2a.

Es decir

P e H < ||PFi| — |PF,|| = 2a.

Los puntos fijos F1 y F, se llaman los focos de la hipérbola y la distancia que
los separa se representa usualmente por 2c.

Es facil deducir que a < ¢ como se ve en la siguiente figura.

Px,y)
Lo . ‘LT: '
I -
1 1-- 1 :'
1 . ¥
1 .- ¢~ |l'
Fa(-c, O) Vi Vs Fi(c,0)
: :
1 1
R, R,

: Hipérbola.
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La ecuacion de la hipérbola. 9.6.1
Dado que
PcH < ||PFi| — |PR||=2a+= \/(x — )2+ y2 — /(x +C)2+ y2 = +2a
2 2 2 _ 2(n2 2 x? y?
— (® - P)x® - aPy? = d(c —a)@?— - =1.

Dado que a < ¢ entonces ¢ — & > 0 y por lo tanto lo llamamos b2

Entonces la ecuacién cuya grafica es una hipérbola es:

2 2
oy

a2 b2

Con lo cual hemos demostrado:

Teorema La hipérbola de focos Fi(c,0) y Fx(—c,0) enlacual 2a es
el valor de la diferencia de las distancias de un punto de ella a ambos focos, es la
grafica de la ecuacion:

x* yP 2 _ 2
?—?=1 donde b? =c? — &2.(x)

Teorema La hipérbola de focos Fi(0,c) y F»>(0,—c) enlacual 2a es
el valor de la diferencia de las distancias de un punto de ella a ambos focos, es la
grafica de la ecuacion:

2

2
% — % donde b? = ¢® — & .(x%)

Elementos de la hipérbola. 9.6.2

(a) Las abscisas en el origen de la hipérbola representada por (*) sona y —a y son
las coordenadas de los puntos V;(a,0) y Vo(—a,0) que se llaman los vértices de
la hipérbola. En el caso de la hipérbola representada por (**),las ordenadas en el
origen nos dan sus vértices, a saber V4(0,a) y V>(0, —a).



(b) La recta que pasa por los focos se llama eje focal.
(c) El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento F; F».

(d) El segmento ViV, se llama eje transverso.

SeaH una hipérbolay P(x,y) un punto en ella. Una recta L con la propiedad
de que la distancia d de P a L puede hacerse tan chica como se quiera,

cuando x toma valores sumamente grandes (0 sumamente chicos) se llama
una asintota de H.

Problema 9.14 I

Demostrar que el producto de las distancias de un punto de una hipérbola a cada
una de sus asintotas es constante.

Para la hipérbola que es la grafica de la ecuacion (*):

Sea Pi(x1,y1) un punto de la hipérbola. Sean d, y d. las distancias respectivas a
cada una de las dos asintotas, entonces:

_ |bX1 —ay1| d> = |bX1 +ay1|
= —F— - <

Va+2 =’ Ja+b?



336 Capitulo 9. Geometria Analitica

Por lo tanto su producto es:

|bPx2 — &y?| &b’

G1ds = a2+ b? T &R+ b?

De manera similar se demuestra para la otra hipérbola.

YA KA ER Hipérbola equilatera

Cuando las asintotas de una hipérbola son perpendiculares entre si, la hipérbola
se llama equilatera.

Y
A

: Hipérbola equilatera.

Observaciones

i) Sila hipérbola es equilatera de la forma (*), tenemos que:

(B)()-rres o

a

porque tanto a como b son numeros positivos.
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En consecuencia, la ecuacion de la hipérbola equilatera con centro en el
origen, eje transverso de longitud 2a y focos en el eje X es:

X2 _ y2 g
Si es de la forma (**), llegamos a la ecuacion:
y2 _x2 o

ii) Dado que en una hipérbola podemos tenerque a > b o b > a entonces
cuando vemos una ecuacion de la forma

2 y2
—+=— con af <0
a p

debemos fijarnos en:

Sia >0 entonces [ <0 yestamos en el caso de la hipérbola tipo (*).
Si o < 0 entonces 5 >0 yestamos en el caso de la hipérbola tipo (**).

Podemos generalizar nuestra situacion para tener hipérbolas cuyo centro no necesa-
riamente sea el origen y esto mediante una translaciéon de ejes coordenados

Teorema La hipérbola con centro en (h, k), cuya semidistancia focal es ¢
y cuyo eje transverso es horizontal y de longitud 2a es la grafica de la ecuacion:

AY: 2
x—h” =k =1, donde b=+/c? — 2

a2 b?

Teorema La hipérbola con centro en (h, k), cuya semidistancia focal es
C y cuyo egje transverso es vertical y de longitud 2a es la grafica de la ecuacion:

_ k2 _ h\2
Y=k~ (x=h) =1, donde b=+/c? — 2

a2 b?

Teorema Sea

AX?+Cy?+Dx+Ey+F =0 con AC<0

completando cuadrados, ella es equivalente a la ecuacion:

D\? E\?
A<X+ﬂ) +C(y+E) M
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donde
D? E?

M=m+E—F.

Entonces
(1) Si M =0, la grafica esta formada por dos rectas que se cortan

(1) Si M # 0 la grafica es una hipérbola con centro en (—D/2A,—E/2C), su
efe es horizontal si M/A es positivoy M/C negativo; y el eje es vertical en

caso contrario.
Problemas

Problema 9.15
Encontrar la ecuacion cuya grafica sea una hipérbola con vértices en (+2,0) vy fo-

cos en (+4,0).

Solucion

Ya sabemos que debe ser de la forma:

2 2
XY g
a  b?
Enestecaso & =4,0>=c*—a =16 —-4=12.
La ecuacion es: , )
XYy
4 1

Problema 9.16
Determine la gréfica de

5x? —4y? —20x — 24y —36=0
Solucion

5x2 —4y? —20x — 24y +36 =0 <= 5(x — 2)2 — 4(y — 3)? = 20 <=
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(x-2? (y-37 |,
4 5 '
Tenemos entonces la grafica de una hipérbola con eje horizontal, focos F1(5,3) y
Fo(—1,3) y vertices Vi(4,3) y V>(0,3).

Ecuacion General de Segundo Grado

En esta seccidn estudiaremos la ecuacidén general de segundo grado que viene dada
por:
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0

A excepcidn de la hipérbola equilatera, hasta ahora no habiamos considerado ecuaciones
que tuvieran el término xy y por lo tanto, aqui veremos que con una rotacién apropiada
de los ejes coordenados podemos obtener una ecuacion equivalente a la original pero sin
el término xy, con lo cual podemos reconocer su grafica. Veamos primero un resumen
de la ecuacion de segundo grado pero sin el término xy.

Teorema La gréafica de la ecuacion
Ax? + Cy? + Dx + Ey + F =0

corresponde al conjunto vacio, o a un punto, o a una recta, o a dos rectas, o a una
circunferencia, o a una parabola, o a una elipse, o a una hipérbola.

Demostracion

(1) SiA=C =0, lagrafica es una linea recta.

(1) SiA=C #0, lagrafica corresponde a una circunferencia, un punto o el conjunto
vacio.

(1) Si uno sdlo de los coeficientes A o C es nulo, la gréfica es una parabola, dos
rectas paralelas, una sola recta o el conjunto vacio.
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(v) Si AC > 0, la grafica es una elipse, un punto o el conjunto vacio.

(v) Si AC < 0, la grafica es una hipérbola o un par de rectas que se cortan.

Todo esto fue probado en las secciones previas de este capitulo.

Rotacion de ejes coordenados

Considere dos sistemas ortogonales con el mismo origen O, como se indica en la

siguiente figura.

P(x,y)

: Sistemas ortogonales con el mismo origen O.

Sea 6 el angulo que forma OX con OX' medido a partir de OX. Sea P un
punto del plano, distinto del origen y sea « el angulo que forma OP con OX’, medido

9.7.1

también a partir de X’. Si P tiene coordenadas (xi, y1) en el sistema XOY vy (x{,y;)

en el sistema X'OY’, entonces:

3—}__, = Cos(f + «),
0 sea X,
oP - cos(f) cos(a) — sen(d) sen(«)
Pero como
sen(a) = C})/j:-" y cos(a) = C))(jD
Entonces

X1 = x; cos(0) — y; sen(d), (x)

Similarmente
Yy = X; sen(f) + y; cos(6). (xx)
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El angulo 6 recibe el nombre de angulo de rotacién y las ecuaciones (*) y (**) ecuacio-
nes de transformacion de un sistema a otro para el caso de una rotacién a través de un
angulo 6.

Problema 9.17

Sea G la grafica de la ecuacion

5x%+4xy +2y% =1.

Encuentre su ecuacion respecto a un nuevo sistema coordenado, obtenido hacien-
do girar el sistema original en un angulo agudo 6 tal que tan(9) = 1/2.

Solucion

De la figura siguiente

: Triangulo rectangulo que cumple tan(d) = 1/2.

1 2
vemos que sen(f) = — y cos(f) = —.
q (0) N (0) NG
Luego substituyendo en (*) y en (**) obtenemos las ecuaciones:

2x' —y' _x'+2y
vs VTR

Reemplazando estas ecuaciones en la ecuacion dada, obtenemos la ecuacion:

X =

12
X 12

ﬁ + y = 1

( V6 )

Esta ecuacion tiene como grafico una elipse con eje mayor coincidiendo con el gje
Y’ como se puede ver en la figura.

X2 +y?=1 <
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: Gréfica de la ecuacion 5x2 + 4xy + 2y? = 1.

Teorema Sea G la grafica, respecto del sistema coordenado XOY de
una ecuacion de general de segundo grado:

Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0 con B #0,
y sea X'OY’ un nuevo sistema obtenido del original mediante una rotacion. Si el
angulo de rotacion 6 se escoge tal que

tan(20) = si ACy 0=45°, si A=C,

A-C’
entonces G es la grafica respecto al sistema X'OY’ rotado de la ecuacion

Ax?+Cy?+Dx +EYy +F =0

Demostracion

Realizando la rotacion de ejes por medio de las ecuaciones de transformacion (*) y (**),
la ecuacion se transforma en:

Ax?+Bx'y +Cy?+Dx +E'y +F =0,

donde:
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A = Acos2(0) + Bsen(f) cos(f) + C sen?(f)
B’ = Bcos(260) — (A— C)sen(20)

C' = Asen2(6) — Bsen(f) cos(d) + C cos2(0)
D' = Dcos(6) + E sen(0)

E' = E cos(f) — Dsen(0)

F=F

Veamos que B' = 0.

B =0 < Bcos(20) — (A— C)sen(20) =0 < tan(20) =

B :
- C si A#C

En el caso que A = C la ecuacion se reduce a Bcos(20) = 0 y basta tomar 0 = 45°
para que se cumpla.

Problemas

Problema 9.18

Encontrar la grafica de la ecuacion xy = 1.

Solucion

En este caso se tiene que A = C por lo tanto, para la rotacion de ejes escogemos

™ . . .
0= R Luego las ecuaciones de transformacion son:

V2 V2 Xy
X=X——y—=——- "=
2 2 V2 V2
X/ yl
= — 4+ —
RV RN
Al reemplazar en la ecuacion, nos que la ecuacion
12 12
XY g
2 2

Lo que ya sabemos que es una hipérbola con eje X'.
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Problema 9.19
Encontrar la grafica de la ecuacién
9x2 — 24xy + 16y? — 40x — 30y = 100
Solucion

. 24
Aqui tenemos que tan(20) = - Con lo cual:

COS(Q) = HLS(ZH) =

2

4
5
1 —cos(20) 3
f) = — 2\ =
sen(f) 5 5
Por lo tanto las ecuaciones de transformacion son:

x—%——’g

X575

IV B

y=X5+V3

Al reemplazar en la ecuacion original, nos queda la ecuacion:
500 5
12 _ NPV hd
=X gk

lo que corresponde a una parabola.
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Ejercicios Propuestos

. Demuestre que el triangulo cuyos vérti-
ces A(10,5), B(3,2), C(6,-5) es trian-
gulo rectangulo. Calcule su area.

. Determine un punto que equidiste de los
puntos A(4,3), B(2,7)y C(—3, —8).

. Utilice el concepto de pendiente para de-
terminar cuales de los siguientes trios de
puntos son colineales:

(a) (4! 1)’ (51 _2)1 (6! _5)
(b) (a,0),(2a,—b),(—a,?2b)

. Una recta pasa por los puntos (3,2) y
(—4, —6), mientras que otra pasa por el
punto (—7,1) y un punto A de ordenada
—6. Si ambas rectas son perpendiculares
entre si. Determine la abscisa de A.

. Demuestre que dos rectas cuyas pen-
. 1+a ,
dientes son ay F se cortan en un an-

gulo de 45°.

. Encuentre e identifique el lugar geomé-
trico ( es decir, la gréfica) de los puntos
que equidistan de los puntos A(1,-2) y
B(5, 4).

. Un punto se mueve de manera que su dis-
tancia al punto (2, 3) es siempre igual a 1.
Encuentre e identifique su lugar geomé-
trico.

. Dos vértices de un triangulo son los pun-
tos A(—1,3) y B(5,1). Encuentre la ecua-
cion del lugar geométrico del tercer vérti-
ce C del triangulo si la pendiente del lado
AC es siempre el doble de la de BC.

. Encuentre un punto P(x, y) sobre la rec-
ta determinada por los puntos O(0,0) y
A(2, 2) que diste cuatro unidades del pun-
to A.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Demuestre que la recta que pasa por los
puntos (4, —1) y (7,2) dimidia al segmen-
to cuyos extremos son (8, —3) y (—4, —3).

Determine el valor del parametro k de
manera que la recta correspondiente a la
familia 3x + ky — 7 = 0 que le corresponda
sea perpendicularalarecta 7x+4y—11 =
0. Escriba su ecuacion.

Determine la ecuacién de la recta que pa-
sa por el punto (—2, 1) e intercepta en las
rectas3x+y—2=0, x+5y+10=0un
segmento que queda dimidiado por dicho
punto.

Un punto se mueve de manera que su dis-
tanciaalarecta5x+12y—20 = 0 es el tri-
ple de la distancia alarecta4x—3y+12 =
0. Encuentre, identifique y grafique el lu-
gar geométrico.

Desde un punto P, que se mueve sobre
la recta x — y — 1 = 0 se bajan perpen-
diculares PRy PS a las rectas x = 2y y
3x — y = 5 respectivamente. Encuentre la
ecuacion del L.G. del punto medio de RS.

Encuentre la ecuacién de la circunferen-
cia que tiene como diametro el segmento
que une los puntos (4,7) y (2, —3).

Encuentre la ecuacién de la circunferen-
cia circunscrita al triangulo de vértices
4,3), (3,-3), (—1,2).

Determine la ecuacion de la circunferen-
cia que pasa por los puntos (1,—11) y
(5,2), y tiene su centro en la recta x —
2y +9=0.

Determine las ecuaciones de las circunfe-
rencias que pasan por los puntos (2,3) y
(3,6), y son tangentes a larecta 2x + y —
2=0.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Capitulo 9. Geometria Analitica

Calcule la longitud de la tangente trazada
desde el punto (—2, —1) a la circunferen-
ciax®+y? —6x—4y —3=0.

Calcule la distancia méaxima y la minima
desde el punto (10,7) a la circunferencia
x> +y? —4x —2y —20=0.

Encuentre la ecuacién de la circunferen-
cia que pasa por el punto (3,1) y por los
puntos de interseccién de las circunferen-
cias

X2+y?—x—y—-2=0,
x> +y?+4x -4y —8=0.

Encuentre las ecuaciones de las circunfe-
rencias que pasa por los puntos de inter-
seccion de las circunferencias x2 + y? —
6x+4=0, x>+y®—2=0Yy es tangente
alarectax+3y—14=0.

Demuestre que los puntos de intersec-
cién de las circunferencias x2 + y2 — 20y —
& =0, x°+y®—2bx+a°=0,los cen-
tros de estas circunferencias y el origen,
estén sobre una misma circunferencia.

Dada la circunferencia x2 + y?> — 6x — 2y +
6 = 0, determine los valores de m para los
cuales las rectas de la familia y = mx+3 :

(a) Corten a la circunferencia en dos
puntos diferentes.

(b) Sean tangentes a las circunferen-
cias.

(c) No tengan puntos comunes con la
circunferencia.

Si 0 es el origen y Q se mueve sobre la
circunferencia x? + y> — 4x +3 = 0, en-
cuentre la ecuacién del lugar geométrico
de P, punto de triseccién de OQ mas cer-
cano al origen.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Dadas lasrectas y = x+9; x+2y—24 =0.
Encuentre una recta que pasa por la in-
terseccién de las rectas anteriores y de-
termine en la circunferencia

x? +y? —4x + 4y + 7 = 0 una cuerda de
longitud §

Desde un punto cualquiera de una circun-
ferencia circunscrita a un triangulo dado
se trazan las perpendiculares a los lados
de dicho tridngulo. Pruebe que los pies de
las perpendiculares son colineales.

Determine la ecuacién de una parabola,
cuyo eje coincide con el eje x, vértice en
el origen y pasa por el punto (—2,4). En-
cuentre también su foco y la ecuacion de
su directriz.

Halle la longitud de la cuerda focal de la
parabola x? = 8y que es paralela a la rec-
ta3x+4y —7=0.

Demuestre que la longitud del radio vec-
tor de cualquier punto P;(x1, y1) de la pa-
rabola y? = 4px es |xy + p|.

Encuentre la ecuacion de la parabola de
vértice (—4,3) y foco (—1,3). Determine
sus elementos principales.

Dibuje el gréfico e indique los elementos
principales de las siguientes parabolas:

(a)

(b) y=—x=—x

(c) y=2x>—-6x+5
(d) x=—y?—1

Encuentre e identifique el L.G. de un pun-
to que se mueve en el plano de manera
que su distancia al punto (2,3) es igual a
su distancia a larecta y = —2.

Determine el valor de k para que las rec-
tas de la familia x + 2y + k = 0 corten a la
parabola y? — 2x +6y +9 =0, en:
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35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

(a) dos puntos distintos
(b) un solo punto
(c) ningun punto

Demuestre que si una circunferencia tie-
ne por didmetro una cuerda focal de una
pardbola, entonces es tangente a la direc-
triz.

Encuentre e identifique el L.G. de los pun-
tos medios de las cuerdas focales de la
parabola y? = 4px.

Encuentre la ecuacion de la elipse cuyos
vértices son (0, 6) y (0, —6) y cuyos focos
son (0,4)y (0, —4).

Dados los puntos p y p’ sobre las hipér-
bolas

X2 )P X2 )P

2 2 'Y 2]
respectivamente, tales que OP = r y
OP’ = r’, demuestre que si OP1LOP’ en-
tonces

2

11 11
P rrT@ P

Demuestre que toda la recta que sea pa-
ralela a una asintota de una hipérbola
corta a la curva solamente en un punto.

Determine k € R para que las asintotas
de la hipérbola
2 2
XYV _q
9 K2

pasen por los focos de la elipse 16x° +
25y2 — 50y — 375 = 0. Graficar.

Si un proyectil es disparado con una ve-
locidad inicial de vy pies/s a un angulo
« arriba de la horizontal, entonces su po-
sicion después de t segundos esta dada
por lasa ecuaciones paramétricas:

x = (vp cos(a))t y = (vpsen(a))t — 1612

42.

43.

44.
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donde x e y se miden en pies. Muestre
que la trayectoria del proyectil es una pa-
rabola eliminando el pardmetro t.

Con referencia al ejercicio anterior, su-
ponga que una pistola dispara una bala al
aire con velocidad inicial de 2048pies/s a
un angulo de 30° respecto a la horizontal.

(a) ¢Después de cuantos segundos la
bala tocara el suelo?

(b) ¢A qué distancia de la pistola la bala
chocara contra el suelo?

(c) ¢Cual es la altura maxima que al-
canza la bala?

Una nave se localiza a 40 millas de una
orilla recta. Las estaciones LORAN Ay
B se localizan en la orilla, separadas 300
millas. A partir de las sefiales LORAN, el
capitadn determina que su nave esta 80
millas méas cerca a A que a B. Encuen-
tre la ubicacion de la nave. (Coloque a A
y B sobre el ejeY con el eje X en el me-
dio. Encuentre las coordenadas x e y de
la nave)

Simplifique cada una de las siguientes
ecuaciones mediante una rotacion y una
translacion adecuadas. Construya la gra-
fica de la ecuacién dada y haga aparecer
en ella todos los sistemas coordenados
utilizados.

a 2

)
b) 4x2 —3xy =18
)
)

x> - 3xy+y?=8

c

(
(
(c) xy =4
(

d) 16x2 — 24xy +9y°—
85x —30y +175=0



. Elpunto A(5, 2) es un vértice de un cuadrado, uno de cuyos lados esta sobre la recta
de ecuacion: 2x + y + 7 = 0. Determine el area de los cuadrados y las coordenadas
de sus centros (el punto de interseccion de sus diagonales).

. Determine la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta de ecua-
cion: 2x — y — 1 = 0, que pasa por los puntos A(—3,3) y B(1, —1). Calcule el area
del circulo correspondiente.

. Determine la ecuacién de la elipse que tiene focos en el eje Y,centro en el origen,
longitud del eje menor igual a 6 y que pasa por el punto P(2,+/10).

. Larecta x+2y =1 cortaa la circunferencia C : x*+ y® =13 enlos punto Ay B.
Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene a AB como diametro.

. La suma de las longitudes de la tangente desde un punto P a las circunferencias:
Ci:xX+y?=4 y Co:x?+y?=9

es constante e igual a 5. Determine el lugar geométrico de los puntos P.

. Dada la circunferencia C de ecuacion x2 + y? — 4x + 5y — 24—5 =0

a) Determine su centro y su radio.
b) Sea C; otra circunferencia cuyo centro es el mismo que el centro de C y es
tangente a larecta 4x — 12y = 1, determine la ecuacién de C;.

. Encuentre la ecuacién de la parabola, determinada por los puntos que equidistan
del (2,1) y del eje Y. determine su vértice, foco y directriz.



Axioma del Supremo y
Limites de Sucesiones

En el capitulo 2 hemos construido los nimeros reales como un conjunto de objetos
que verificaban los axiomas de cuerpo, los axiomas de orden y el axioma provisorio
que nos permitia trabajar con raices. En esta seccidbn completaremos la construccion
introduciendo el Axioma del Supremo, también llamado Axioma de Completud. Existen
distintas versiones de este axioma, todas ellas equivalentes, nosotros enunciaremos la
que consideramos mas apropiada a este texto. Para enunciar el axioma del supremo,
necesitaremos los conceptos de cota superior e inferior y de supremo e infimo:

SeaACRyacR. aescotasuperiorde A «— Vxe Ax <a).

aes cotainferiorde A <« Vxe A(a<x).

A es acotado superiormente <> da < R (a es cota superior de A).
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A es acotado inferiormente <« dJa < R (a es cota inferior de A).

Aes acotado <> A es acotado superior e inferiormente.

aes supremode A <« aes cotasuperiorde A N VYb € R (b cota superior
deA— a<hb)

aesinfimode A <« aes cotainferiorde A N Vb € R (b cota inferior de
A—b<a).

aesmaximode A <« aessupremodeA N ac A

aesminimode A «— aesinfimodeA N acA.

Antes de demostrar las principales propiedades de estos conceptos veremos algunos
ejemplos sencillos.

Ejemplo 10.1

SeaA={-}, —1, 0}.

0 y 2 son cotas superiores de A en cambio —1 no lo es.

—1 y —8 son cotas inferiores de A en cambio —1 y 0 no lo son.
A es acotado.

—1 es infimo de A y es también minimo de A y 0 es supremo y maximo de A.



10.1. Axioma del Supremo 351

Ejemplo 10.2

R, {1,2,3,4},{x € R: x < 2} y[-2,2] son acotados superiormente.
N,R*, {x : x2 > 2},[-2,2] y {0, 1,2} son acotados inferiormente.
Z y Q no son acotados ni superior ni inferiormente.

Ejemplo 10.3

2 es supremo de {x € R : x < 2}, pero no es maximo.

0 es supremo de R~, pero no es maximo.

2 es supremo de [-2,2], de[-2,2[ y {0,1,2} y es maximo de [-2,2] y de {0,1,2}.
2 es infimo de {x € R : x > 2}, pero no es minimo.

0 es infimo de R*, pero no es minimo.

3 es infimo y minimo de {3,4,5}.

Teorema I Seana,be Ry A CR. Siay b son supremos de A, entonces
a=b.

Demostracion

Como a es supremo de A, tenemos que Vx € R (x cota superiorde A — a < x) y
entonces a < b.

Como b es supremo de A, tenemos que Vx € R (x cota superiorde A — b < x) y
entonces b < a, y por lo tanto a = b. [ |

En forma similar se demuestra la unicidad del infimo, maximo y minimo de un conjun-
to, en caso de existir.

Con este teorema podemos introducir la siguiente notacion:



SeaACRyacR. SupA=a <« aessupremo de A.

InNfA=a <« aesinfimodeA.

Max A=a <+ aes maximo de A.

MinA=a <« aes minimo de A.

El siguiente teorema es util para demostrar que un numero real es el supremo o el
infimo de un conjunto.

SeanacRyACR.

() SupA=a + VxeAx<a)AVeeR* Ix e A(x >a—e¢),
equivalentemente,
SupA=a <« aescotasuperiorde ANVe € R* (a— e no es cota superior
de A).

() InfA=a <+ VxeA@<x)AVeeR"Ixc Alx < a+e),
equivalentemente,

InNfA=a <« aescotainferiorde ANVe € R* (a+ ¢ no es cota inferior de
A).

Demostraremos (i) dejando (11) al lector.
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(I Supongamos que Sup A = a, entonces por la definicion 10.6,

Vx € A(x < a).

Ademas sie € R*, a— e < a, y por la definicion 10.6, a — ¢ no es cota superior de
A, es decir, -Vx € A(x < a— €) 0 equivalentemente,

dx € A(x > a—e).

Supongamos ahora que
Vx e Ax <a)AVeec R*Ix € A(x > a—¢)

y sea b cota superior de A, es decir, Vx € A(x < b). Si suponemos que b < a
entonces e = a— b € R*, luego existe x € Atalquex >a—e=a—(a—b)=Db, es
decir, x > b lo que contradice que b sea cota superior de A.

Entonces b > a y por la definicion|10.6, Sup A = a.

Problema 10.1

Demostrar que el supremo de | — oo, 2[ es 2.

Solucion

(1) 2 es cota superior de ]| — oo, 2[ porque si x €] — oo, 2[, entonces x < 2.

LuegoVx €] — o0, 2[(x < 2).

(1) Ye € R* (2 — € no es cota superior de | — oo, 2[):
SeaeeIRitentonces%eR*y 2—%6 ]—o,2[y 2—§>2—e,

es decir,Ix €| —00,2[ (X > 2 —¢).

Por Teorema [10.1.5(i)], 2 es supremo de ] — oo, 2].

Ahora podemos enunciar el ultimo de nuestros axiomas:
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Axioma del Supremo 10.1.1

Axioma del Supremo _

Axioma Todo conjunto de numeros reales no vacio y acotado su-
periormente tiene un supremo en R.

La propiedad andloga para conjuntos no vacios acotados inferiormente es consecuen-
cia de este axioma.

Teorema Todo conjunto de numeros reales no vacio y acotado inferior-
mente tiene un infimo en R.

Demostracion

Sea A conjunto no vacio de numeros reales acotado inferiormente y sea a cota inferior
de A.

Sea B={xcR:—xcA}

(1) B es no vacio:
Como A es no vacio, existe x € A y entonces —x € B.

(1) —a es cota superior de B:

Sea x € B. Entonces —x € A y como a es cota inferior de A, —x > a, de donde
x < —a. Luegovx € B(x < —a).

Tenemos entonces que B es un conjunto de numeros reales no vacio y acotado
superiormente. Por axioma|10.1, B tiene un supremo. Sea b el supremo de B.

Demostraremos que —b es infimo de A:

() —b es cota inferior de A:
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Sea x € A. Entonces —x € B y como b es cota superior de B, —x < b, luego
X > —b, es decir, Vx € A(x > —Db).
(V) ¥Yc € R (c cota inferiorde A — —b > ¢)

Si ¢ es cota inferior de A entonces —c es cota superior de B y como b es la menor
cota superior de B, tenemos que —c > b, de donde ¢ < —b.

Tenemos entonces que A tiene un infimo en R.

Otras consecuencias importantes del axioma del supremo son las siguientes:

Teorema (1) Propiedad arquimediana:
Vx e R* Vy e R* dne N (nx > y).
(1) N no es acotado superiormente:
Vx eR dneN (n> x).

() Vx e R* dne N (7—7<x>.

(W) VxeR dpeZ 39 € Z (p< x <Qq).
(V) VxcR IpecZ (p<x<p+1).
(V1) Q es denso en R:
VxeRVyeR(x<y— 3geQ((x<qg<y)).

Demostracion

(1) Supongamos que no se cumple Vx € R* Vy € R* 3n € N(nx > y),
yseanx € R* ey € R* tales queVn € N(nx < y).
Sea A= {nx:ne N}
A+# ¢ pues x € A ey es cota superior de A puesVn € N (nx < y).
Entonces por axioma|10.1, A tiene un supremo a.

Como a— x no es cota superior de A, 3n € N (a—x < nx), pero entonces a < (n+1)x
y (n+1)x € A lo que contradice que a es cota superior de A.
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Si x € R*, como caso particular de|l, tenemos que:
dneN((n-1>x),

de donde 3n € N(n > x).
Six € R~ U{0} es claro que n > x para todo n € N.

Como caso particular de|| tenemos:
1 1
Vx e R* dne N n-1>; , de dondeVx € R*3ne N 5 <X)

Por () 3n € N(n > x) y 3m € N(m > —x) lo cual equivale a —m < x < n, y
(—m)eZyneZ.

Por (Iv) tenemos p < x < qconp,q € Z. Sean=q — p entonces p < X < p+ nde
donde

xelp,p+n = Jp,p+1[U[p+1,p+2[...U[p+n—1,p+n[.
como]p,p+1[C [p, p + 1[, entonces Ir € Z (x € [r,r + 1[) es decir
dreZ(r<x<r+1).
Para ver la unicidad, supongamos que también existe s € Z tal que

s<x<s+1,

entonces tenemos:

sir <sentoncesr+1 <sdedonder < x <r+1<s < xlocualimplicax < x
que es una contradiccion.

Analogamente si suponemos que s < r, llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto, r = s.

. | , 1
Six < y entonces y — x € R*, y por (1) existe n € N tal que S<Yy-x Tenemos

entonces
Xxn + 1

1
x+ﬁ<y% <Y,

peropor(v)IpeZ, p< xn+1 < p+1 ydividiendo por n,

(e

Seaqg==€Q.

n
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Por un lado,

1
q < n <Yy y por otro,

<x<q , esdecir x <q.

Entonces x<qg<y.

Otra aplicacion importante del axioma del Supremo, es la existencia de raices cua-
dradas, es decir, el Axioma Provisorio del Capitulo2 es una consecuencia del Axioma del
Supremo.

Primero veremos, desarrollando algunos ejemplos un caso particular y luego lo gene-
ralizaremos para demostrar la existencia de raices arbitrarias.

Ejemplos

Ejemplo 10.4

Seaac R, entonces: (a> 0 A & < 2) — Ix € R*((a+ x)? < 2).

Demostracion
2

2a+ 1

Supongamos a® < 2, entonces

1<2—a2
n  2a+1’

> 0 y por teorema |l existe n € N tal que

1
Sea x = et entonces x € R* y

2a 1 2a+1
(a+x)2=az+Zax+X2=az+7+?§32+

<&+(2-a)=2,

es decir, (a+ x)? < 2. [ ]

Ejemplo 10.5

Seaac R, entonces (a>0A & >2) — 3x € R*((a— x)? > 2).

Demostracion

(& —2)

2 2 _
Sea(a> 0/ a > 2) entonces a — 2 > 0 y por lo tanto 2a+ 1) >
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luego

1 (&2 -2)
dneN (77< (23+1)) (%)

1
Sea x = E,entonces

(a—x)2=¥—23x+x2=az—%+l> _2a_

1
n? - n n a n
Aplicando (x) tenemos que :

2a+1
a+ 32_2,

por lo tanto:

2a+ 1
>

(a—x)>> & — & —(8#-2)=2.

Ejemplo 10.6

dx € R*(x? = 2).

Demostracion
SeaA={xecR:x?<2}.

Ao
1 €A

(1) 2 es cota superior de A:
si x > 2, entonces x? > 4, y por lo tanto, x ¢ A, es decir, si x € A entonces x < 2.
Por lo tanto, A tiene supremo, sea a = Sup A.

(n)a=>0:
1eAluego1 < a, dedonde0 <1< a.

(V)& =2.
Sia® < 2, por el ejemplo 10.4, existe x € R* tal que (a+ x)?> < 2, y por lo tanto,
a+x € A; pero, a+ x > a, lo que contradice que a es supremo de A.
Sia® > 2, por el ejemplo|10.4existe x € R* tal que (a — x)? > 2.
Dado que a > 0 y que si achicamos x, la desigualdad se sigue cumpliendo, podemos
escoger x de modo que (a— x) > 0.
Ademas, a— x no es cota superior de A y por lo tanto, existe y € Atalquea—x < y,
luego (a — x)? < y? < 2, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, & = 2. -

Este ejemplo se puede generalizar para todo real positivo.
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Teorema Vae R* Vne N* Jlx € R*(x" = a).

(Todo real positivo admite una raiz n-ésima).

Demostracion

La existencia de raices cuadradas es un caso particular de este teorema para n = 2.

SeaA={x € R* :x" < a}. Entonces:

(1) A#¢:

a
Seax=m, esclaroque0 < x <1 yquex < a. Porlo tanto x € A.

(1) A es acotado superiormente: Sea x = a+ 1 entonces, (x > 1 A x > a), luego
x" > x > a. Por lo tanto, si y € A entonces y" < a < x, luego x es cota superior de
A
Luego por Axioma 10.1 A tiene supremo.

(1) Sea b= SupA. Demostraremos por contradiccion que b" = a.

a) Supongamos que b" < a. Sea ¢ un numero entre 0 y 1 tal que

<a——b” (%)
Sy —br

Entonces aplicando el Teorema del Binomio, tenemos:

n n

(b+e)" = Z <Z)bn—k Kk _ b”+ez (Z)bn—k€k—1_

k=0 k=1
Dado que 0 < ¢ < 1 obtenemos:

(b+e)’ <b'+e> (:)b”k=b”+e((b+1)”—b”).
k=1

Utilizando (x) se tiene que:

a—»bp"

(b+€) <b +(b+1)—”—b”

(b+1)"—=b") = a.
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Luego b + € € A, lo que contradice el hecho que b = Sup A.

b) En forma similar, se demuestra que si suponemos que b" > a entonces llega-
mos a una contradiccion.

Por lo tanto hemos demostrado que b" = a.

(Iv) Veamos la unicidad: supongamos que x{' = aA xj = aAxy € R* Ax, € R*. Entonces
x{' = xJ de donde es claro que x; = X.

El siguiente teorema enfatiza las diferencias ya mencionadas entre Ry Q.

Teorema () R#Q

(1) Existe un conjunto de numeros reales A talque A # ¢ NA C QA A es acotado
superiormente en Q y A no tiene supremo en Q. (Q no cumple el axioma del
Supremo).

Demostracion

(1) Del ejemplo|10.6 tenemos que v/2 € R y en 2.1 demostramos que

V2 ¢ Q.
M) A={x € Q: x? < 2} cumple las condiciones pedidas.
|

El siguiente teorema dice que todo numero real es supremo de algun conjunto de
ndameros racionales.



Siae R entonces Sup{xeR:xeQAXx<a}=a

SeaA={xeR:xecQAX< a}.
Es claro que a es cota superior de A.

Sea e € R*. Entonces a— ¢ < a y por teorema|V existe x € Q talquea—e¢ < x < a;
es decir, a — € no es cota superior de A. [ |

Sean a, x € R con a > 0 Se define la exponenciacion real de a como sigue:

Sup{a” :r<x AreQ} si a>1.
a=q 1 si a=1.

Inf{la” :r<x AreQ} si a<1.
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Limites de Sucesiones 10.2

La definicidn central de esta seccidn es la de convergencia de una sucesion. La idea
intuitiva que queremos formalizar es la siguiente:
Supongamos que tenemos la sucesion {1}y, sabemos que es de la forma :

1 1 1

1 = — ...
’2!3! !n!

Por lo tanto, vemos que si n es un natural muy grande, el término n-ésimo de la sucesion
es muy chico, de hecho, a medida que n es mas y mas grande, a, esta cada vez mas
cercano al cero, es decir, a partir de un punto en adelante, el valor de los términos de la

. . . . 1
sucesion se aproximan a cero tanto como se quiera. En este caso decimos que {F }
converge a cero.

neN

Tomemos ahora la sucesion {n} .y, en este caso vemos que si n es grande, el término
n-ésimo de la sucesién también es grande, de hecho, a medida que avanzamos en el or-
den de los términos de la sucesidén, sus valores crecen indefinidamente, es decir, no se
aproximan a ningun valor real. En este caso decimos que la sucesién {n},y diverge a cc.

También vemos que si consideramos la sucesion {(—1)"},en, NO podemos saber si
el término n-ésimo de ella es 1 6 —1, y a medida que avanzamos en los términos de la
sucesién continta la dualidad, es decir, no nos acercamos a un unico valor fijo, por lo
tanto, esta sucesion también diverge.

VLI L RIVREN Convergencia al numero a

Sea {an}nen Sucesion, a € R,decimos que {a,}ncn converge al numero a, en
simbolos: lim a, = a si y solo si:

n—oo

Ve >0 dny € N(Vn > my)(|la, — a| < e€).

Si una sucesion no converge, decimos que diverge.



Ejemplo 10.7

Demostrar que

Debemos demostrar que :
1
Ve > 0dng € N(Vn > ngp) (’5 — O‘ < e> )

Es decir, dado ¢ > 0, hay que encontrar ny € N tal que si n > ny entonces:

1 . .
’ﬁ‘ < e. Esto es equivalente a encontrar ny € N tal que si n > ny entonces:

1
F)<e.SeanoeN/\no>%.

La propiedad Arquimediana nos garantiza la existencia de ny. Luego,
Sin > ny, entonces

1 1
—< —<e€
n No
Por lo tanto
lim —-—=0
n—oo N
[
Ejemplo 10.8
Demostrar que
. n
lim =1.
n—oo N+ 1

Debemos demostrar que :

Ve >0 dng € N (Vn > ng) (‘%—1‘<e).
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Esto es equivalente a demostrar que:

1
Ve >0 HDOEN (\V/n>no)(m<€>.

1—¢ . . , .
Seae>0ysean, € N A ny > ——, nuevamente su existencia esta garantizada por la
€

propiedad Arquimediana.
Entonces si n > ng se tiene:

1—¢ 1
n+ 1 > ‘ + 1 = —
€ €
Por lo tanto ’
n+1 =6
Por lo tanto
lim =1.
n—oo N+ 1
|
Proposicion _
Proposicion I Si {an}nen €S sucesion convergente, entonces su limite es

unico.
Demostracion

Supongamos que no es unico el limite, entonces:

E|/1 GRHIQGR(A #/2 /\r!llm an=/1 A lim a,,=/2).

n—oo

Sea
|l — b

2

Entonces, ¢ > 0 y tenemos que:
dng € N (Yn > ng) (lan—h| <e€). (%)
dny €N (Yn>m) (lan— k| <e€). (xx)
Por lo tanto; sin, = Max{no, ni} yn> ny:

|h — bkl =|h—an+an— k| <l|a,— h|+|a,— k| < e+e (utilizando (x) y(xx)).



Luego:
|/1 — I2| < 2¢ = “1 — /2’,

lo que es contradictorio.

Por lo tanto |1 = b.

_ Si la sucesion {an}nen €S convergente entonces es acotada. Es

decir:
dM e R*Vn e N(|la,| < M))

SealeR A lim a, = 1.

n—oo

Sea ¢ = 1 entonces aplicando la definicion de limite tenemos:
dng € N(n > no)(lan — 1] < 1),
con lo cual obtenemos que si n > ng entonces
||an| = /]| <fan = 1] <1,

luego:
vYn > ny(|lan < 1+]/).
Sea entonces:
M = Max{|ai|, @z, ,|anl, 1 +|/|}.

Claramente, obtenemos que
Vn e N(la,| < M).




Sea p € N y sea {an}nen SUCeSION convergente, entonces

lim a, = lim an,,.
n—oo

n—oo

Sea lim a,=1/con | € R. Seae > 0, sabemos que

00
dng € N(VYn > ng)(|an, — 1| < €);
sea ny = ng + p entonces si n+ p > ny se tiene que n > ny y por lo tanto se cumple que:
(Vn > m)(lan—I| <e),

en particular,
|@np — 1| <€,

es decir:
”m an+p = I.

n—o0

Ejemplo 10.9

Demostrar que
lim =0.
n—oo N+ 1
Dado que
1
lim—-=0
n—oo N

usando la propiedad anterior con p = 1 se obtiene el resultado.



Ejemplo 10.10

Demostrar que
n+2

n—oo N+ 3 a

Utilizando el ejemplo [10.2.2(2)] tenemos que

[im =1
n—oc N+ 1

y utilizando la propiedad anterior con p = 2 se obtiene el resultado. [

Ejemplo 10.11

Demuestre que si lim a, =0 y {bs}nen €S Una sucesion acotada, entonces lim a,b, = 0.
n—oo

n—oo

Sea M € R* tal que |b,| < M, Vn € N. Sea ¢ > 0,entonces tenemos que
dng € N(Vn > no)(|an| < %.)

Sea n > ny, entonces:

€

M

|anbn| = |an||bn| < M = €.
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Proposicion _

Proposicion Si nll'm an=1 N |#0 entoncesdny € NVn > ny (sg(a,) =
sg(/)) donde sg(x) denota el signo de x.

Demostracion

Tenemos dos casos para l;

. -1 ,
1. Sil < 0 entonces —1 > 0, seac = o como lim a, =/, entonces
n—oo

—
dng € N(Vn > ng) <|a,7 -1 < 2) .

Por lo tanto: |
5 <ap,—I1<—

i/<a <
> n

N —

Es decir, a partir de ny, a, < 0.

/

2. Sil> 0, seae=_, entonces 3ny € N(Vn > no) (|a, — I| < §) . Por lo tanto:

2
_—/ <ap—1< 1 vn > n
2 n 2 ’ 0-
/ 3/
O<§<an<§,Vn>n0.
Es decir, a partir de ng, a, > 0.
[ |
Corolario [RIAI Sia, >0 Vne Ny{ay}nen €s convergente, entonces lim a, > 0.

n—oo



Es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior.

Sea lim a,=A A lim b, = B, entonces:

n—oo n— o0

(1) lim ¢ =c, c constante.
n—oo
(1) lim(a,+by,)=A+B.
n—oo
() lim ca,=cA, c constante.
n—oo

(V) lim a,-by=A-B.
n—oo

(v) lim =L s B£0yb, 40 ¥neN.
nsoo by B

i) tim & -2 s B20si B£0yb,+0
n—oo n B

(Vi) JL@&I{,:A’, ,reQ,

donde sir € Z~ entonces A#0 ysir € Q — Z, entonces a, > 0.

Demostraremos (1), (V) y (v11), dejando el resto como ejercicios.

(1) Sea e > 0 entonces por las hipodtesis del teorema tenemos que:

dn; >0 (Vn >m)(lap — Al < %) - (%)

3m, > 0 (Vn > no)(|by — B| < %) - (#%)

Sea ny = Max{ny, n.}. Entonces:

Sin>ny, |(@n+bn)—(A+B)| < |a,—Al+|by—B| < §+§ = ¢. (utilizando(x) y(x+))
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8]

(V) Seae >0 yseaes = > entonces por las hipdtesis tenemos que:

dny € N (Vn > n)(|b, — B| < €4).

Por lo tanto, si n > ny, tenemos:
B|

2
. . B
Es decir que si n > ny, entonces |b,| > % (%)

2

€
Sea ahora ex = —

5 entonces existe n, € N tal que:

2
vn > np (|b,7 - B| < %) (k%)

Sea ny = Max{ny, n.}, entonces, si n > ny tenemos al aplicar (x) y (xx) que:

1 1) _[b—B

b, Bl |B|by|

< €.

(Vil) Sea e > 0.Dado que {an}nen €S Sucesion convergente, entonces es acotada por M
. Sean

L= Max{M,|A|} yes = Entonces sabemos que

_ ¢

|r|LI’—1'
€

dng € N(n > nyp) <|a,,—A| < W) )

Sea n > ny, entonces

la, — A" la,—Alld, "+a—n"2A+. - +a,A 2+ AT
(M~ + M 2IAl+ -+ M|A" 2+ |AT)
er(JrlL™)

€.

IAINA



Ejemplo 10.12

Calcular

lim 4 —3n _ lim 4, _4-3:0 =4
nsoe M —3n  nsol -3 1-3.0
Ejemplo 10.13
Calcular
lim —
n—oo n

.3 1\ 2 /o
,,'LTOW”,!LTO(‘) =3-v0=0

n—oo n—oo

>
IA
@

Silima,=A A limb,=B AVneN (a, < b,), entonces

Supongamos que B — A < 0,entonces,

B—-A=Ilimb,— lim a, <0.

n—o0 n—oo
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Luego
lim (b, — a,) < 0,

n—oo
Por lo tanto, al aplicar la proposicion|10.3, tenemos:
dng € N(Vn > ng)(b, — a, < 0).

lo cual contradice la hipdtesis.
Luego B— A > 0, por lo tanto, A < B. [ |

Teorema del Sandwich 10.2.1

Teorema EIALY Sea lima,=1y JLm ¢, = I. Suponga ademas que

n—oo

an S bn S Cn, \V/n > no

Entonces lim b, = |.

n—oo

Demostracion

Consideraremos dos casos posibles:

1. Sia, = 0,Vn € N, entonces, limc, =0y como0 < b, < c,, Vn > n, tenemos
n—oo
que:

Por lo tanto, en este caso hemos probado que lim b, =0
n—oo

2. Supongamos que a, # 0 para algun n € N. Entonces como:
an<b,<cppara n>ny,—0<b,—a,<c,—ap n>ng

Como
lim(c, —ap) = limc,— lima,=/—1=0,

n—oo n—oo n—oo



aplicamos el caso|1| y obtenemos que

lim (b, — ) = 0.

Por lo tanto:

n—oo n—oo n—oo n—oo

Ejemplo 10.14

Calcular
lim(Vn+1—+/n).
n—>oo
Dado que:
1—n 1
vn+1—+/n= _nxton < —,
vn+l+yn V/n
tenemos:

0<Vn+1- f<— f

y aplicando el teorema del sandwich, obtenemos que:

lim(vVn+1—+n) =

n—)oo

Ejemplo 10.15

Sea a, = . Calcular lim a,.

+ +...+—
mP+1 n?+2 n?+n n—00

Tenemos que:

1 1 1 1 1
n- < + +-+—=—<n- .
nP+n - n+1 n+2 n”?+n— n? +1
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Ademas,

]

. n n_
AT Ay T 0 ()

De (x) y (xx) obtenemos por el teorema del sandwich que:

n—oo
Ejemplo 10.16
Calcular .
. sin(nm)
lim
n—o00 n
Solucion
Sabemos que
—1 <sin(nr) <1
Por lo tanto: _
1 sin(nr) 1
—— < < -—.
n n n
Luego, .
jim SN _ g,
n— o0 n
Ejemplo 10.17
Demostrar que
lim v/n=1.
n—oo
Solucion

Sea a, = \/n, entonces, para todo n € N se tiene que a, > 1, por lo tanto podemos
escribir

a,=1+h, con h,>0.
Luego

vVn=1+h,, es decir
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n
n=(1+h,)" = (”)hg S 1anhy s M= 0O=1),,
0

k 2 n 2 n
k=l
Es decir: 5
h% < T‘I s
y
2
0< h,< 1
Por lo tanto
lim h, =0.
n—oo

Luego,

lim v/n=lim(1+h,)=1.

n—oo n—oo
Ejemplo 10.18
Demostrar que
0 si|rl<1
imr"=<{1si r=1
n—oo
no existe en otros casos.
Demostracion

(1) Sir > 1 entonces r" no es acotada y por lo tanto diverge.
(1) Si r = 0 es obvio.

1
(1) Si0 < r <1 entonces r = p cons > 1. Por lo tanto, s=1+ h con h > 0.
Luego
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Por lo tanto,

1
n —
O0<r'< Py
Aplicando el teorema del sandwich, obtenemos que en este caso:

lim r" = 0.

n—oo

(v)Si—1 < r <0, entonces
—|r|" < r" < |r|".
Nuevamente, como 0 < |r| < 1 utilizando el caso iii) y el teorema del sandwich,

tenemos que
lim r" = 0.

n—oo

(V) Sir =1, es obvio el resultado.
(V1) Sir = —1, la sucesion resultante es:

-1,1,-1,1,---
la cual es divergente.
(V1) Sir < —1, entonces la sucesion r" no es acotada y por lo tanto no tiene limite.

Ejemplo 10.19

Dada la sucesion:
0.3,0.33,0.333,0.3333, - - -

Demostrar que
. 1
fim @ =3
Demostracion
Tenemos que:
-]
BERET0
4 = 2,3
27 10 102
a = 5,3 .3
® 7 107102 " 103
= :n 3
an = T AL

—
o
ES

=
1]
e
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Luego

Ejemplo 10.20

Calcular

Solucion

Tenemos que

Por lo tanto:

Teorema

Teorema IR

es convergente.

] ] 1
fiman = Jim 33 1o

3
_ 1
= 3
i 2" —1
n—oo 374+ 1"
n_ 2\n _ (1y\n
II'm2 1=||' —(3) 1(3)
n—oo 37+ 1 n—so0 1+(§)n

. 2" —1
,!LToan =0

Sea {an}nen SUcesion mondtona y acotada, entonces {an}nen



Vamos a demostrar el teorema para el caso en que la sucesion dada sea creciente,
de manera analoga se demuestra en el caso que sea decreciente.

Sea A = {a, : n e N}, entonces A C R y A es acotado superiormente, por lo tanto,
tiene supremo.

Seal = Sup A, demostraremos que |lim a, = /.

n—oo
Seae > 0,comol= SupA, tenemos que 3x € A(l —e < x < I), pero x € A si y sélo si
X = ap,, para algun ny € N. Por lo tanto,
[—e<ap <

Sin > ny tenemos que a, > a,, por ser sucesion creciente, y como a, € A entonces
an < I. Luego

l—e<ap,<ap<l - —e<a,—1<0<ela,— I <e

con lo cual, lim a, = 1.

n—oo

Ejemplo 10.21

Sea a; = V2 y an.1 = V2 + a,. Demostrar que {a,}nen €5 convergente y encontrar su li-
mite.

» Veamos por induccion que {an}nen €S sucesion creciente.

Efectivamente:
ar=vV2<\/2+V2=a.
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Supongamos como H.l. que se cumple que a, < ap,1.
Entonces:

an+2<an+1+2%\/an+2< \/an+1+2%an+1 <an+2.

» Veamos ahora por induccion que Vn € N(a, < 2)

Efectivamente:

a; = \/é < 2.
Supongamos como H.I. que se cumple que a, < 2.
Entonces

2+a8,<2+2 > \/2+a,<V4— am <2

» Por lo tanto, segun el teorema anterior, tenemos que {an}ncn €S convergente. Sea
entonces, lim a, = /.
n—oo

Luego,

lim a, = [ yporlo tanto

n—oo
limaps = 1,
n—oo

lim /2 + a,

n—oo
V24l
2+1
P—1—-2 = |

Il
—

||
~ ~—
N -

Luego

_14+1V/1+8 143

/
2 2

Por lo tanto, (I =2V | = —1)

Como a, > 0,Vn € N, descartamos | = —1 por las propiedades vistas anteriormente
y obtenemos:

lim a, =2.

n—oo

Ejemplo 10.22

1\ .
Demostrar que ap = (1 + E) es sucesion convergente.
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Demostracion

En|6.13 hemos demostrado que:

Capitulo 10. Axioma del Supremo y Limites de Sucesiones

1 n 1 n+1
(1+—> <<1+ ) ,
n n+1

con lo cual hemos establecido que la sucesion es creciente. Veamos ahora que ella es

acotada:

7 N
—
+

S|=

~__

3>
Il

IN

<

n—2
2+ (1 — (%) ) por ser PG.

3.

La desigualdad (x) resulta de demostrar por induccion que

k! > 2k-1,

Por lo tanto la sucesion es acotada y por el teorema anterior, concluimos que es conver-
gente, mas aun, observando las desigualdades que utilizamos para ver que es acotada,

obtenemos que:

2 < lim a, <3.

n—oo



1 n
lim <1 + —> =e.
n—oo n

Luego sabemos que (e c R N 2< e <3).

Ejemplo 10.23

Calcular

f:
83
—h
|
|
N——
3
1l
f:
83
VRN
S
S|
N———
]

Il
g

I
g

ans1

Seaa, >0y lim =/ < 1. Entonces lim a, = 0.

n—oo  Qap n—oo

an+1

Por hipotesis tenemos que lim

n—oo  &8p

= 1, por lo tanto, como | < 1, sea e un
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numero positivo tal que | + ¢ < 1, entonces por definicion de limite,

3ng € N (Vn > ng) (‘a;” - l‘ < e> .
n

Por lo tanto, tenemos:

0 < 22 o Jye=k<1,luego

an0+1
ano+2 < k ano+1:
8nss < K @i < K81,

O < an0+p < kp_1 an0+1

Aplicando el teorema del sandwich tenemos:

lim ap.p=0puesk <1.
p—o0

Por lo tanto, r!l'm an = 0 por teorema|10.2. [
— 00
Problemas

Problema 10.2

Calcular
., nP
im —, a>1.
n—oo gn
Solucion
Utilizaremos la proposicion anterior:
(n+1)° 1 1\° 1
lim <71 _ i a;: =I|'m—(1+—) =— <1
n—oo Qdp n—o0 r n—oo g
Por lo tanto:
., nP
[im —=0
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Problema 10.3
Calcular

Solucion

Utilizaremos nuevamente la proposicion anterior:

an1

[im =g lim =0<1
n—oo  dp n—oo N+ 1
Por lo tanto,
n
im — =0
n—oo N
Problema 10.4
Calcular
lim ven+nn.
n—oo
Solucion
, n ; e n ; N e n
lim ver+ 7" = lim wy/1 + (—) =7 lim {/1+ (—) .
n—oo n—oo e n—oo i
Ademas,

O<e<rm —>0<<;)n<11<1+<§)n<2<nparan>2

—1< "1+<§>n<\”/ﬁ

Por Ejemplo|10.17 y Teorema 10.10, se tiene:
lim ven+ 7 =r.

n—oo

383
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Ejercicios Propuestos 10.3

1.

3.

Determine si los siguientes conjuntos de
nameros reales son 0 no acotados supe-
rior y/o inferiormente. En cada caso de
ejemplos de cotas superiores y/o inferio-
res y determine el supremo y/o el infimo
del conjunto cuando exista:

(a) N— ]2 ool.
(b) Q

(c) {xeR x>1vx=-1}
(d) [-2,1]uU][0,7[.
(e) Zn[-10,10].
(f) {x e R:x? < 3}.
)

(9) {x €Q:x?>5}.

. Sea A C R* un conjunto acotado. Sean

SpA =M 40y InfA=m+#0y
1

B={xeR.;eA}

Demuestre que:

1 1
B=— InfB=—
Sup o e In Vi

Sean A, B C R, acotados y a € R.

Definamos:

A+B = {x+y: xe€ AN yeBj}
A-B = {x-y: xeAANyeB}y
a-A = {a-x: xeA}.

Demuestre:

(@) Sup(A+B)= SupA+ SupB.
(b) a>0— Sup(a-A)=a-(SupA).

() ABCR*— Sup(A-B)=(SupA)-
(Sup B).

(d) Inf(A+B) = InfA+ InfB.

(e) a>0— Inf(a-A)=a- (InfA).

(f) A, B C R* — Inf(A-B) = (InfA) -
(Inf B).

(g) a<0— Sup(aA) = a- (InfA).
(h) a<0— Inf(aA) =a-(SupA,).

4. Demuestre que sia € Ry A C R enton-
ces

InfA=a «< (vxeAla<x)
AVh e R*3Ix € A(x < a+ h)).

5. Sean A, B C R, no vacios tales que vx €
A Vy € B(x < y). Entonces

JzeR VXEAVyeBx<z<y)

Sugerencia: Usar el axioma del supremo
para demostrar que Ay B tienen supremo
e infimo respectivamente.

Demuestre que Sup A < Inf B y usar

= 5 )
. 2n —1
6. Dada la sucesién a, = 3+

(a) Encuentre intuitivamente el nimero

[tal que lim a, = 1.
n—oo

(b) Determine el menor natural ng tal
que Vn > ng(|lan — 1| < 0,001).

(c) Demuestre usando la definiciéon de
limite que lim a, = 1.

n—oo

7. Usando la definicién de limite, demuestre
que:

iim 3n2 +2n—1 _3
n—oco n+2 -
8. Calcule
im n?+1
n—oc 2n—1"
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13.

9. Calcule los limites de las sucesiones cuyo
n-ésimo término es:
2n* + 3% + 1
5 —m+n—-1’
(n+1)(n+2)(n+23)
n3 )

(@)

(b)

n
DK
k=1
©) —3
1—n+m®—n®
6m +n2+n+1’

3
m"P+n+1

(d)

m—1
10. Calcule los limites de las sucesiones cuyo
n-ésimo término es:
vn+1—Yn.
vn
n++/n++/n

o

(@(38+%_2y

(b)

(e) M
2N+ 30

11. Calcule los limites de las sucesiones cuyo
n-ésimo término es:

(a) {/0,000004.
(b) V2.
(c) Vn2+2n+3.
@) .
1.0
n
©) 0.99)7

12. Calcule el limite de la sucesion:

a = 02, a = 023, ---, ap
0.23333---(n— 1) cifras, - - -

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

385

Si 0 < b <

lim va"+b" = a.
n—oo

a, demuestre que

Calcule el limite de la sucesién:

1 + 1 + 1 + +L
mP+1 nP+2 n?2+3 nP+n

an=

Calcule el limite de la sucesion: a, =

+ +
Vel Vn2 42

n? +3

Demuestre que

)-o

Demuestre que la sucesion a, =
1 1 1 1
Thy2t T 2n

, 1 1
rﬂ&<n2+m+1y+”'wm2

— +
n n+1
gente

es conver-

y su limite estd comprendido entre 1/2y
1.

Calcule nle VAP +2P + 30 4 - +
p € N fijo.

nP con

6a +6

Siai=4yan = —2—,
1 Y an+1 a%+11

la sucesion es convergente y calcular su
limite.(Indicacion: 3 es cota de a;.)

demuestre que

Demuestre que si lim a, = A entonces
n—oo

|A|, pero la proposicion reci-

proca es falsa.

||,m |an| =
n—oo

Calcule el limite de las sucesiones cuyo
n-ésimo término es:

(a) (1 +21n>n.
(b) <1+i>n.
(c) <1 + n11>4n'
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)n. 22. Demuestre que:
; n

@ Jim % -0
. nl

©) fim 77 =0



~

n . .
. Sea A= {m : n € N}. Demuestre que A es un conjunto acotado superiormente
y encontrar su supremo.

Sean A, B C R conjuntos acotados y a € R Se define:
A+B={x+y:xcAAnyeB}, a-A={a-x:xec A}
Demuestre:
a) Sup(A+B)= Sup(A)+ Sup(B)
b) Inf(A+ B) = Inf(A) + Inf(B)
c) a<0— Sup(a-A)=a-(Inf(A))
d) a<0— Inf(a-A)=a- Sup(A)

(1+ap

5 -
a) Pruebe por induccién que Vn € N(a, > 1) y que (an1 < ap).
b) Pruebe que a, es convergente y encuentre su limite.

Considere la sucesion definida por: a; =3y ap,1 =

. . 1

Se define la sucesién (ap)nen por: a; = 10, any = 10 — —, demuestre que la
. n

sucesion (ap)nen converge.

Sea (ap) la sucesién dada por:

1 1 1 1
= + + e B
n/n  n/n+1 n/n+2 nvan

an

Calcule lim a,.

n—oo

n+1

n—oo

3n
. Calcule lim <”+2> .

a) Sea {an}nen sucesion de términos positivos y creciente. Demuestre que la

sucesion {a—}neN es convergente.
n



b) Calcular lim <\3/27 ¥ 1_ 1)
n—oo n

c) Calcule lim a,, Donde

n—oo

_ . o "
Vel Vnhe2 m+n

an



I.- El examen tiene 18 preguntas.

[I.- Cuenta con 2 horas con 30 minutos para trabajar.

[ll.- La nota N que Ud. obtendra en esta prueba se calcula mediante la férmula:

N = MAX(

4B-M

12 +1,1>,

donde B es el niumero de respuestas correctas y M es el nUmero de respuestas
incorrectas.

Traspase con cuidado sus respuestas en la siguiente tabla

(B)

(O)

PREGUNTA 1123 |4|5|6|7][8|9|10(11 1213|1415 |16 |17 | 18
A/lA|IAIAIA/IA/IA/IA/IA/AIA AIA A A A A A
B B/ B/ B/ B/B|/B/B/B|/B|B|B|B|B|B|B|B|B
REspUuESTAS |C|C|C|/C|/C|/C|C|C|C|]CcC|Cc|CcC|jCc|Cc|jCc|Cc|Cc]|cC
D/ DD/ DD D/D|D|D bDb,D,D|D|D|D|D|D
E EIEIE/IE|E|E|E|E|E|E|E|E|E|E]|E]|E]|E
PREGUNTAS PREGUNTAS PREGUNTAS
BUENAS MALAS (M) OMITIDAS NOTA




1. El valor minimo de la expresién |x — 1| + [x+2| es

2. La figura muestra el grafico de la funcion f(x) junto con 5 curvas mas. De estas

ultimas, la que corresponde al grafico de 2f(x + 6) es

a) La curva 1

b) La curva 2

d

)
)

c) Lacurva3
) Lacurva 4
)

e) Lacurvab

3. Considere el polinomio p(x) = mx* + gx3 + gx> — mx +q, con my g nimeros reales.

Si x +1 divide a p(x) y el resto al dividirlo por x +2 es —24,
entonces :

a m=0, g=-1
b) m=1, g=9
c) mes cualquierreal, q=3
d m=1, g=-2
e) m=-1, g=2
4. El dominio de la funcion f(x) = S es
In(2 — x2)
a) (—oo, 1]
b) (—o0, V2]
c) (—1,1)
d) (—o0, —1) U (v/2, o0)
e) (-1, vV2)



5. Ellugar geométrico de un punto P(x, y) que se mueve de modo que el producto de
las pendientes de las rectas que lo unen a los puntos A(—a, 0) y B(a, 0) es constante
y negativo es una:

a) Recta
b) Circunferencia
c) Parabola

d) Elipse

)

e) Hipérbola

2
6. Sean {a,} y {b,} dos sucesiones, definidas por: a,=—-2+5n , b,=—,Vne
N

se afirma que:
n
) Y a=1+5n 'y bpi—b,=4-3",VneN
i=1

”) an_anf‘] =5 y

n
) > b=3"-1 y ax=98
j=1

De las afirmaciones anteriores es verdadera:

a) Sélolyll
b) Solo Il y Il
c) Solo 1y i
d) Sélo |
e) Sélo Il

. ' . ., . m m
7. El conjunto solucién de la ecuacién 2sinx = v/3tanx ,con — > <X < 5 es:



) {56l

8. La ecuacién de la recta cuya pendiente es —2 y que pasa por el centro de la circun-
ferencia x2 + y2 + 2x — 10y — 2 = 0 es:
a) 2x+y—-3=0
b) 2x+y+3=0
C) 2x+y+20=0
d 2x—y—-3=0
e) 2x—y+3=0

100
9. Elvalorde ) ( 5(k+1)5" — k5") es:

k=1
a) 5(101 510 _ 5)
b) 100.5'% _5
c) 5(101 -5 _ 1)
d) 101.5'% _5
e) 101 .51 _ 1

10. Si |x| < 3 entonces:

a 1-2x<5
b) 1 —2x| <7
c) 2x—1<3
d) 2x—1| <5
)

e) 2x+1| <5

n k
11. El valor de la suma Z (Z (7)) es:
k=1

i=0



12. Si f(x) = x—4 y g(x) = (x+4)?, entonces (fog)(x) — (gof)(x) esigual a

8x+12
16x

a
b

(¢)
o

2

o
>

2

)
)
)
)
)

D
N

13. El nimero complejo (1 +/)'° esigual a

14. La solucién de la inecuacion e —3eX+2 < 0 es:

a) [In(2), o)

b) [0,In(2)]

C) (—00,0) U (In(2), o0)
d) (—o0,0]U[In(2), c0)
e) (—o0,0]

15. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de los cuadrados de las
distancias a los puntos (2,0) y (—1,0) es igual a 5 corresponde a:

a) Una recta horizontal
b) Una circunferencia
c) Una elipse
d) Una parabola

)

e) Una hipérbola

16. Para todo x en el intervalo [—1, 1], el valor de la expresion sen(2arcsen(x)) es



d) 2x+v/1 —4x?

e) sen(2)

- 2\ 25
17. El coeficiente de x22 en el desarrollo de (x + ;) es:

18. La gréfica de la ecuacion: 4x? —9y? — 16x + 18y + 43 = 0 esta dada por:









Respuestas a Algunos
Ejercicios

1a) ~(2-4=16 — (4)2=32)
b) (-2 =9 A (-8)2>7)
c)(2>0V(-2)>0)A(2#0A(-2) #10))
dIxeZ(x>2)
e)IxcN(x2+3=1)
HvxeR(x#0— (x >0V (—x)>0)
g)Vx € R(x2 > 3x)
hyVxe VyeNX+y>XAX+y>Y)
HVxeR((X=x)
)IxeZIyeZ(x=2y)NIxeZIy e Z(x=2y+1)
Kydx e R(x >0AXx <D0)
) (0 %0A0«0)
mVxeR(x <0 — x2>0)

397
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Apéndice A. Respuestas a Algunos Ejercicios

nNvxeR(x-1=x)
AVxeR(X#0—3JzeR(x-z=1))
0)VxeZVy e Z((x <0ANy <0)— x-y <0)
p)Vx e R(x>0Vvx=0Vx<0)

qQ)VxeNdyeN(x<y)
r)VxeR(x>O—>%>O)

s)IxeNdyeN((x—-y¢N)

t) IXcR(x<O0AVYyeR(y<0—x2>y))

Uy Vx € RYYy € R((x + ¥)°x% + 2xy + y?)
VIVXER(X>0—=3IycR((y >0AYy=+X) < y? =x))

w)Vx c RIy e R(y? = x)

a) Todo numero natural es mayor que 3.

b) Dado cualquier numero natural, existe un natural menor que él.

¢) Si un numero real es mayor que 3, entonces su cuadrado es mayor que 8.
d) El 0 es el neutro de la suma en los reales.

e) Todo numero real positivo tiene una raiz cuadrada.

f) Entre dos nimeros naturales distintos, siempre existe un real estrictamente entre
ellos.

g) Existe un niumero natural que al sumarle 3 nos da 10.
h) Existe un nimero natural que es menor que otro natural.

i) La suma de cualquier par de numeros reales es mayor que el doble de cualquiera
de ellos.

j) Todo numero real distinto de cero, tiene inverso multiplicativo.
k) Existe un numero real que no es natural cuyo inverso aditivo es natural.

[) Todo numero real mayor que dos, al sumarle uno, nos da un nimero mayor que
tres.

m) No existe ningun numero real que sea mayor que uno y menor que ocho.
n) Existe un nimero real que es dos o que es tres.
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n) Si dos es menor que cero, entonces todos los numeros reales son menores que
cero.

3 a)
1) pVvaq

2) (~p— (rnQ))
3) (pAQ)
4) (r < —8)

b)
1) Si dos no es par, entonces es impar.

2) Que tres sea par es equivalente a que tres no es impar.

3) Si dos y tres son numeros pares, entonces dos no es impar y tres tampoco es
impar.

4 a)
1) Vx € Zr(x)

2) dx € Z(p(x) A r(x))
3) dx € Z(r(x) A s(x))

b)
1) Todo numero natural es par o es impar.

2) Si un numero natural no es mayor que cinco, entonces es menor que diez.

3) No existe un natural menor que diez y que no sea mayor que cinco.

5a)VxeAVy c Alx*xy =y x*X)
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b)Vx € AVy € AVz € A((X x y) x Z) = x x (¥ * 2))
c)VxeA(xxa=x)
d)dx e A(a*xx #x)
e) Vx eAXxX=X)
fldxc Ady e A(x*xy #y*X)
6 a) Sean «, 3,y los angulos interiores del triangulo ABC. Entonces
a+ 3+~ =180°

b) Sea ABC un tridngulo rectangulo en A. Entonces

a@=b+c?
C)VXx ERVYy e R((Xx +y)? = x? + 2xy + y?)
8 a) a es mayor que cero 0 no es mayor que cero. Verdadera
c) Si b es menor que cero, entonces b? es mayor que cero. Verdadera
€) a Nno es mayor que cero y a no es mayor que cero. Falsa
g) a es mayor que cero o b? es mayor que cero. Verdadera
i) Si &% es mayor que cero entonces a es mayor que cero. Verdadera
k) a® es mayor que cero y a es mayor que cero. Verdadera.
Il) Si & es mayor que cero entonces a no es mayor que ceero.Falsa.

n) b es menor que cero y & es mayor que cero. Verdadera.
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9 a) Verdadera
b) Verdadera
c) Verdadera
d) Falsa
e) Falsa
f) Verdadera
g) Verdadera

h) Falsa.

10 a) Verdadera
b) Falso
c) Verdadera
d) Verdadera
e) Falsa
f) Verdadera
g) Verdadera
h) Falsa

i) Verdadera

12 a) Falsa
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c) Falsa

e) Verdadera

13 a) Falsa
b) Falso
c) Falsa
d) Verdadera
e) Verdadera

f) Verdadera

24 a) (rv Q)

b) (p A Q)

25 @) ~(=p A =q)
b) ~(g A =p)
¢) (pA—q)
d) =(p A =q) A —~(q A =p) A(pA=r)A=(rA\—p)

26 a) pAp
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C)pAT

e)(rvqgvs)

27 a)Vx € A(x = 0)
b) IxCA(Xx >1AX£2)
C)Vx cA(x %2V x2 =3)
d)Ix € A(x £ 5)
e)dx e AVy e A(y # X)
HvxecAdyc A(x < y)
g VxecAvVy c A(x+y #3)
h)yIx e AVy e A(x+y ¢ A)

NDVxeAXx+1ecA

28 a) IXcRIYy e R((xy =0A(X£0AYy#0))V((x=0Vy=0)Axy0))
b) @x eR(x #2)VVx € R(x #1))
c)Ixec AVy e Adz e A-p(x,y,2)
d)Vx e Ady € A((p(x,y) A=q(y)) v (a(y) A =p(x, y)))
e)Vx € Ap(x) AIx € A~q(x)

fydx e Ndy e N(x+ yespar A(x esimpar V yesimpar)).

33 Juan es pintor y peluguero, José es comerciante y musico y Joaquin es jardinero y
chofer.
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34 La asesina fué Mercedes.

.VxeN3IyeN(y<x) A-IJyeNvxeN(x<y)

—

2. Todo numero natural distinto de cero, es el sucesor de algin nimero natural.
3. IXEAxFp ANVYVZ(y € X ANX & 2))
4. El argumento es valido.

5. PorejemplosiA=N vy p(x,y): x <y, entonces nos queda que el antecedente es
verdadero, pero el consecuente es falso y por lo tanto, la proposicion es falsa.

6. Porejemplo A=Ny p(x):xespary qg(x): x esimpar nos quedad verdadera la
proposicion.

7.pV@@A(r—=—r=pEPVgAlpV(ir—=—-r)=pPVvVagArV=(pVJg).

7b)]-2,0[U]3,7[

)R- {2}

o
e)[1,9]
-3, 9]

g) R~ U[3, od.

R
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b) {-1,1}

b)] — o0, 5] U [-1,00]

c)]— o0, 3[

e)]2,4[U]6,12[

10 @) ] — o0, [ U ]2, o]

SR
c) ¢
d) 10, 4]
[ ~33]
f) ¢
11 a) 8y 11

b) {7k 1k >2} U {7k 1k < —3}

c) 2F < k<100, A F > 20, donde k es el numero de titulos publicados por afno y
F son los libros de ficcién.
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12 1 —2v2,0]

13 {312}

14 13, o0

16 a) R
b) ] — oo, 1[ U]4, oo
) 13— v2,2[ U3+ V2,
d)R - {1,2}
e)]—2,—v3[U]0,V3[U]2, o[
f)]— 00, —2[U]—1,1[U]2, o0
9)]1-3,—1[U1, 00
h) ] — 00, —2[ U] — v/3,V3[ U ]2, o0

)] — o0, —1[U]1,00[

] -]
k)}1—4¢§ 1+;/§[U]4,OO
hR—{2,3}
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0 ]84 U 2

o)}—oo 11+\/W[
’ 42

p) [4. 3]

@ | FHEEE [ 0 Jr.|

r [6, oo
17 Six > —1 entonces x®3+1 > x2+ x

Six < —1 entonces x3+1 < x2+x

. 2 2
18 Son los triangulos equilateros de lado ?5

. , c
19 Son los triangulos isosceles de cateto —.

V2

20 a=-3,b=36,c=—-96.

(—) Nuestra hipoétesis en esta direccidon es que
X<y

Entonces por O1 tenemos que separar la demostracion en todos los posibles
casos, a saber:
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Caso 1)

Caso 2)

Caso 3)

Caso 4)

Apéndice A. Respuestas a Algunos Ejercicios

O<x<y

Como ambos son positivos, utilizando O3 tenemos que: x-x < x-y AX-y <
y-y.

De ellas, utilizando O3 tenemos que x? < y2.

Nuevamente por O5, x2-x < y?-x.Pero0 <y — 0 < y? por O5y de
x < y por O5 obtenemos que x - y2 < y2 - y.

Juntando tenemos que:

X<y? x Ax-y2<y’
Por lo tanto, utilizando M2 y O3 concluimos que

x3 < y?

x<y<0

Por O6 tenemos x2 > x - y y por O6 nuevamente x3 < x2. y.

Ademas, como y < 0 entonces por O6, y? > 0y como x < y usando
05, x-y2<y-y2

También, como x < y entonces por O6, x - y > y? y nuevamente OB,
para tener que x? - y < x - y2.

Juntando todo esto, tenemos que:

xX3<xty<x-y?<y?
Luego por O3 se cumple que

3 3

x><y

O=x<y

Como y > 0porO5, 0-y < y-y ypor O5nuevamente, 0 =x=0-y-y < y°
Luego 0=x3< y®
Aqui se utilizé la propiedad que

Vx € R(x-0=0)

que se demostrara mas adelante.

x<0<y

Por 06, x? > 0 y nuevamente por 06, x° < 0.
Como 0 < y por O5 dos veces se tiene que 0 < y3.
Luego:

xX3<0<y?

y por O3 se concluye que

3 3

x> <y
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Caso 5)
x<0=y

Entonces por O6, 2 veces, se tiene:
x><0=0-0=0-0-0=y°

Aqui estamos usando al igual que en el Caso 3 la propiedad que Vx €
R(x -0 = 0). Esto sale de: x - 0 = x(1 + (—1))(A5) = x -1 — x - 1(M6) =
X — x(M4) = 0(A5)

Por lo tanto

3 3

x> <y

(+—) Supongamos ahora que x3 < y® entonces si —(x < y) por O1 tenemos dos
casos posibles:

Caso 1)
X=y
Entonces x? = xy = y? luego x3 = xy? = yy? = y3.
Caso 2)
X>y

En este caso, utilizamos la demostracién en el otro sentido y tenemos que:
y<x—-yl<x®

y esto contradice el axioma O2.

Por lo tanto, se concluye que
X<y

5. \/%>%<—>\/%>:%)<—>a+b>\/a_b
_+_

a b

«—— @ +2ab+b? > ab+— a®+ab+b®> > 0y esto es verdad porque es suma de
nameros positivos.

3, [—4,%}

4. R—{2,3}
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5. [—3—\/5,1@[5—\/5,15“/5]

2 2 2 6
6. [—1,1]
7. m=3

— A

1 a) Si

S info=f1,Vi€l

’ (fO o f2)(X) =1- X, (fo o fg)(X) = ‘I‘lTX, (fO e} f4)(X) = X ; 1 ,

x| —

(o £)(x) =
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(fy o )(x) = - fx, (fy o £5)(X) = X(x — 1).

(o B)0) =X, (o B)(X) = T, (o)) =1~ x, (fok)x) =
(o 00 =" (o R0 = Lo

(o)) =", (o RN =X, (bo BN = 2, (hofh)x) =,

(fo o f5)(x) = 11TX’ (bofg)(X)=1—x(x—1)

(5o AN =, (o B = 1, (o f)() =", (foh)x) = x,
(hofs)(x)=1—x, (of)(x)= ﬁ

(fro £)0) =1 —x, (f0B)(X) = 1%, (o B)(X) = x, (o )(X) = - 1X
(fa o f5)(x) = %, (fa o f5)(x) = )()2((;—{;)1

(fs o f)(x) = 11Tx (fs o B)(X) = X; U (hof)(x) = % (o f)(x) =1 —x,
(f5 0 f5)(x) = X, (f5 0 fg)(X) = %

(fs 0 f)(x) = 1;2)(, (1 0 £)() = x(x 1), (o B)(x) = _XX)2

(o f)0) =+,

(0 B)X) = f”z, (fs 0 £5)(x) = x(x — 1)(x2 — x — 1)

6 a) g(0) =0, f(1) =2, g(3/2) =3/2, gi(} +x) = - 1 ,goﬁ(x):%,

2
1—x

fogi(x)=

b) Dom(fo f;) = R — {0}, Recf o f;) = R — {0}; Dom(f; o g) = R — {0},
Rec(fi o g) = R — {0}, Dom(f; o f) =R — {0}, Rec(f; o f) = R — {0};
Dom(gi o g) =R — {1}, Rec(g1 o g) = R — {0}.
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7 a)[-a,d]
b) [0, 1]
€)]—00,2[U]2,00]
d) ¢
e)[-2,1] U[1,2]

IR —-{-2,1}

8 a) 6,29,72,45.

b) Dom(f) = R, Rec(f) =] — oo, —13[U [0, oc].

10

AN

11
X , 0<x<1

(fog)(x)=19 x+2 , X< —1

x+22-1 , x>1v-1<x<0

Vx+1 , 0<x<1

(g0 f)(x) = x+2 , x<0
X , x>1v1<x<+2
xX2+1 , x>/2
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c) NO
_ 1
d)f1(X)=}
&) F710) = 1X—Jr 23x
f) No
14
3 {x—2 , x<4
F1(x) =
5 , X>4
- _ X B 1+x 1
16 1) =1-x, 97'(X) = ——=, () =——, (feg)X) = -—,
o =""1 (F1og = (fog) )= X
21
(Vx+12 -1 , x>2
(gof)(x) = (552)? — 1 , —1<x<2
\X—4 , X< -1

24 1(x,y) =f(x, y)

25 a) Dom(f) = R, Rec(f) = R§, y no es inyectiva
b) Dom(f) = [-3, 3], Rec(f) = [0,12], y no es inyectiva
c) Dom(f) =[—1,1], Rec(f) = [—1,0], y no es inyectiva

d) Dom(f) = R, Rec(f) =] — oo, 1], y no es inyectiva
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e) Dom(f) = R§, Rec(f) = R}, y es inyectiva
fy Dom(f) = [-3, 5], Rec(f) = [1,,5], y no es inyectiva
g) Dom(f) = R}, Rec(f) = [0, 5], y es inyectiva

h) Dom(f) = R, Rec(f) = R{, y es inyectiva

27 a) No es par ni impar
b) No es par niimpar sia+#0, sia=0 es par
c) No es par niimparsi b#0, yesparsib=0
d) Es impar.

29 oy - 021N g0

30 a) Creciente en R
b) Creciente en R* y decreciente de R~
c) Creciente en ] — oo, —1[ U ]1, 00[ y decrecienteen]— 1,1]
d) Creciente en R

e) Creciente en ] — 1,1[ y decreciente en ] — oo, —1[ U ]1, oq].

31
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X+3 , x<0
(f +3)(x) =
xX+5 , x>0

5 -5 , x<1
5g(x) =

20x , x> 1
32 a)[-3, 2]
b) [-5, —3]
c) [0, 1]
d) [0, 3].

35 El periodo es %.

37 a) No

e) No, es acotada superiormente por 2 pero no tiene cotas inferiores.

1
40 a)ﬁ
n

b)

n+1

c) 1 — nx2.

41) Altura maxima: 68 pies.

42) Ganancia maxima: 88.500US$ para 15.000 unidades.
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43) Area: (%)2 + \/T§ <(103_ X))z, con x = 4.35m.

44) a)Area total: 900 — 3x,
b)x = 150 pies.

Autoevaluacion 3 A6

1. a) Graficando fy g, se tiene:

f(x)

g(x)

Por lo tanto el grafico de h es:

f(x)

esto es:
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(

x2—2x—1 ,x < ﬂ vV ox > 1+V5

2 2

h(x) =
5-+v29 1++5
X — 2|x| , ——— < X
2 2
b) h no es inyectiva en [—6, 2], pues
h(—1) =2 = h(3)

c) el grafico de —h es:

-h(x)

i) Rec(f)=R — {1}, Rec(g) = R — {0}

i) VXxi,XxeR—-{2}:

Xq Xo
X1—2_X2—2

f(x1) = f(xz) = = X1(Xe —2) =Xo(x —1-2)

= —2X{ = —2X —2 = X1 = Xo

De donde f es inyectiva.
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V X1, X0 € R—{2}:

1 1

= _2=x—-1-2 =
X1—2 X2_2=:>X2 X = X1 = Xo

g(x1) = g(xe) =

De donde g es inyectiva.

i) Vx e R—{—1, 0} :

3. a) Basta considerar la funcion:
x+1 sixe]0,1]
f(x) =
X six €]1,2]

f es creciente en [0, 1] y en ]1, 2], pero no es creciente en [0, 2].

h—x) = £ - (a(-x)" 2 100 - (9(-)" "B 1) - ( ~ gx))”

= f(x) - (g(x))8 - h(x) = h es par

c) SeaxeR,talquen < x<n+1,neZ,entonces[x]=ny
X—[X]=x—-n>0y x—[x]=x—n<1
=0>x—-[x]<1,VxeR
45
=:02<x—[x]> <1,VxeR
4. e Reescribimos f(x) como:
(x—2)2+3 six>2
f(x) =

ax+b Six<?2
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e a > 0, sino ax + b tendria pendiente negativa y f no resulta inyectiva,
puesto que la parabola (x — 2)? + 3 se abre hacia arriba y como alcanza
el minimo en el vértice (x = 2), entonces (x — 2)> + 3 > 3. Luego para
x < 0 siempre es posible hallar algun valor de forma que ax + b coincida
por ejemplo con 3.

e Para que f sea biyectiva, necesitamos que:
a2+b=3

Si2a+ b > 3, entonces f no es inyectiva, pues se tiene:

Si2a+ b < 3, entonces f no es sobreyectiva en R, pues se tiene:

e

Luego las condiciones son:
2a+b=3 AN a>0 (x

Para probar que f es efectivamente una biyeccién sobre R, reescribimos nue-
vamente f usando las condiciones (x).

(x—2)2+3 six>2
f(x) =

ax+(83—-2a) six<2,a>0
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Inyectividad:

(i).Sean x; > 2, x» > 2:
f(x1) = f(x) = (X1 —2)2+3=(x —2)2+3 = (x; — 2)% = (Xxo — 2)?
= |x1 — 2| =[x — 2| 1L o X — 2= X = X

(ii) Sean x; <2, x» < 2:
f(x1) = F(xo) = ax; + (3 — 28) = axp + (3 — 28) = ax; = axs 22 x; = X
(ifi) Sea x; > 2y x < 2.

X1 >2=f(xy)=(xy —2)2+3 = f(x1) >3

Xo <2=f(xo)=ax2+(83—2a) <2a+(83—2a) <3
Luego, f(xq) # f(x2).

Por lo tanto f es inyectiva.

Sobreyectividad:

Reci(f)={y e R/3x €[2,+o0[ A f(X) =y }
={yeR/3Ixe[2,+00[A(x—22+3=y}
como

(x—2P243=y= (x—22=y-3=|x-2| =y -3 x=2+,/y —3>2

Luego: y —3>0=y >3

Asi:
Rec; (f) = [3, +o0[
Recy(f)={y e R/3Ix €loo,2[ A f(X) =y}
={yeR/Ixe[2,+cc[Nax+(3—2a)=y}
ahora:
ax+(3—2a)=yi£x=@<2i>£y—(3—2a)<2a

= y-3<0=y<3



A.6. Autoevaluaciéon 3

de donde:
Recy(f) =] — oo, [

Como Rec(f) = Recy(f) U Recs(f), entonces
Rec(f) =R

por lo tanto f es sobreyectiva en R.
Asi f es una biyeccién sobre R.

([ x2—10x+2 »
5 , X<gVXx>4
1 (X_1)
(gof) (x) =
3x 5
2 < x <
\ X_1 ,S_X_4
6. Consideramos el que:
1\2 9
=1 _9Dy2 = _ . =z
f(x)=1—-2x"+x 2<x 4> +8

luego el gréafico de f aplicando traslaciones, dilataciones, etc., es:

Y

(xlﬂﬁx

20c-1/4) 2

X

-2 (x-1/4) 2498

-2 (x-1/4) 2

421



422 Apéndice A. Respuestas a Algunos Ejercicios

7. a) Dom(f)=R — {1}, Rec(f) =Z # R, luego f no es sobre en R.

b) El gréafico de f es:

X
X —1

f(x)=3=:>{ —1}=3=>3§%—1<4

X 3 4
<— i —
=4 X 1<5==>X€|:|,5|:

B ,02 . qz B p2 + qz

1 cos(a) = r cosec(w) 200
a— b?

2 a+ b2

3 Respuesta:3.
6 1) Periodo= 27, amplitud= 2, y fase= 0.

2
2)Periodo= ?ﬂ amplitud= 2, y fase= 0.
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11

12

13

15

17

3)Periodo= %ﬂ amplitud= 2, y fase= —.
. 2r .
4)Periodo= 3 amplitud= 2, y fase= —.

5)Periodo= % amplitud= 4,

Respuesta:2 sen(«).

sen(870°) = sen(30°) = % cos(1530°) = cos(90°) = 0.
sen(159) = ?(\/5— 1), sen(75°) = ?(\/EJr 1).

60v/3
3

’
Respuesta:
Altura:4/3 metros y asta:8v/3 metros.

a) Periodo:m
b) No es periddica.
c) No es periddica
d) Periodo:x
e) Periodo:m
f) Periodo:27

a){% : keZ}

kr m
+_

b){2k7ri(2k+1) 5+ 15

:keZ}.

NN

423
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7T T km
T T T
d){z+2k7r, 5k, —g 4k .kez}
e){i + 2k, 12l+2kw:kez}

T
3" 3
f){% k2 kez}

g){ig+2k7r , keZ}

h){g + 2k, 28

T s
6 +2k7T, Z+k§ . kEZ}

i){i%+2k7r : kez}

j){(2k+1)7r, i%+2k7r : kez}

19 {:tg+gk7r,4k7r:i:7r : kGZ}

25 a)la distancia es: 150(5 — 2V/3).

b) La distancia del buque al foco 1 es:3v/2, y del foco dos es %ﬁ(\@ —1).

c) La distancia es aproximadamente 638,52 pies.

d) El angulo § mide aproximadamente 72°.

30

h(9) = 2sen(d) + 2,/16 — cos?(h)

31) Altura=119,2m

6 =0,947°

)
)
32) Distancia entre las dos senales= 4.194,3 pies.
33)
)

34) a)34,35 y 307a 309

b)274 dias
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35) a)d = arctan(g)
b) 286,4 pies.

1. Sea «a = arcsen(x) y 5 = arccos(x), entonces:

sen(a) = x
o = arcsen(x) = A (1)
T oa< I
2 2
cos(f) = x
g = arccos(x) = A (2)
0<p<

De (1) : cos(a) > 0 = cos(a) = /1 —sen?(a) = V1 — x2

De (2) : sen(B) > 0 = sen(B) = \/1 — cos?(3) = V1 — x2

Luego:
cos (arc sen(x)) + sen(2 arccos(x) = cos(a) + sen(2 )

= cos(a) + 2 sen(B) cos(B) = V1 —x2+2vV1 —x2x
=(1+2x)V/1—x2

2. Tenemos que
m m
04+5+7=§=:>7=§—(04+ﬁ) ()

y se tiene:

sen(2a) + sen(25) + sen(2v) (i) sen(2a) + sen(2/3) + sen (2(% —(a+ 6)))
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= sen(2a) + sen(23) + sen (2(a + f3))

Pro=staf. 2 sen(a + B) cos(a — B) +sen (2(a + [))

=2 sen(a + ) cos(a — ) + 2 sen(a + ) cos(a + f)
=2 sen(a + ) [cos(a — B) + cos(a + B)

Prostal. 4 sen(a + 8) cos(a) cos(—4)

_ 4 sen (g — Py) cos(a) cos(f)

= 4 cos(y) cos() cos(p)

3. a) Aplicando la funcién seno en la igualdad
arcsen(x) = arccos(x) + arcsen(3x — 2) (%)
se tiene

sen (arc sen(x)) = sen <arc cos(x) + arcsen(3x — 2))

= X = Sen ( arc cos(x)) -COS ( arc sen(3x—2)> +C0S ( arccos(x)-sen ( arc sen(3x—2)>

= x=11-x2-/1—-(Bx—22+x-(3x—2

~—

= 6x°—15x>+12x—-3=0=x=1 V x =

N —

Reemplazando en (%) para x = 1, se tiene:
arcsen(1) = arccos(1) + arcsen(1)

que se satisface trivialmente.

1

Reemplazando en (x) para x = > se tiene:

arcsen (%) = arccos <%> + arcsen ( - %)

de donde se obtiene:

lo que es valido.

. 1
Por lo tanto las soluciones de (x) son: { 1, §}
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b)
(1 —tan(x))(sen(2x) + 1) = 1 + tan(x)
=> sen(2x) + 1 — tan(x) sen(2x) — tan(x) = 1 + tan(x)
= 2sen(x) cos(x) — 2sen?(x) — 2 ziggi =0
= 2sen(x) [cos(x) —sen(x) — 505(X) =
= 2sen(x) {COSZ(X) — scir;(())(())cos(x) - } =0
= 2sen(x) {_ senz(x)C;Ss(e):(r;(x) cos() | _ 0
— _2sen?(x) [sen(x) +cos(x)] 0
cos(x)
sen(x) =0 X = Km
= = v kecZ
tan(x) = —1 X=—%+k7r
4
” <sen ( ) +COS (9> )2 + 1+ c0s(2a)
2 2 1 — cos(2a)
Q a 1 + cos(2a)
= sen (2)+2sen< ) cos( >+cos ( ) Ts(zu)
a o 2 cos?(a)
=1+2sen <§) cos <§> "1 2sen?(a) — 1
=1 + sen(a) + cot?(a)
b) VxeR:

COs(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x)

Progtal. 5 cos (%X) cos () +2 cos (%X) cos ()
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2 cos (X> [cos 3x cos x ]
= — — | + —
2 2 2

Prostaf.

=" "4 cos (g) cos (S?X) cos(x)

5.
cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) =0 20 4 cos(x) cos (g) cos (%X) =0
( X T (
§=i§+2k7r X=+m+4kr
m T
= X=:|:§+2k71' ,k€Z=$ X=:l:§+2k7[' ,kEZ
5x m T 4
L ?=:|:§+2k7r kX—:l:§+§k71'
S={tn+akr, £ +2kn, £ "+ 2kn kez)
2 5 5
6.
2 (bc cos(a) + accos(f) + ab cos(7)> = 2bc cos(a) + 2ac cos(3) + 2ab cos(y)
T.COSENO 2\ 2 )4 (P4 P — BR) 4 (R + bR — )= P+ P+ P
7. 5
B\ _a+c COS<§>_3+C By g
cot <§) =5 = N = b <= bcos (E) =(a+c)sen <§)
sen (2)
2
2 é _ ﬁ ﬁ 2 é =
<= 2bcos <2> =2(a+c)sen <2> cos (2> <= 2bcos <2> = (a+ c)sen(p)

5 T.seno B

<= 2bcos? (5) = asen(p) + csen(f) < 2bcos? <§) = bsen(a) + bsen(y)
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+— 2cos? (g) = sen(a) + sen(y) "2 2 cos? (g) =2sen (QT”> cos (Oz ; 7)

s ost (2) o8 (D)o (7)o e (3) s (2) e (1) -0

sl _2cos (é> sen (%) sen (M) =0

2 4
B
= 00 (o

(1) es imposible pues como se trata de los angulos interiores de un triangulo, se
tiene que: a+ 5+ = w y la condicién (1) equivale a 5 = .

De (2), se tiene:
6+a—’y=0=:>7r—’y—’y=0=:>2’y=7r=:>”y=%

De (3), se tiene:

il

f—a+y=0=7m17—-—a—a=0=2a=1m= a-=

De donde el triangulo resulta rectangulo.

Autoevaluacién 5 A0

1. a)

i) Sin=1 entonces 32 — 1 =8 que es divisible por 8.

ii) H.l. 32" — 1 es divisible por 8.
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iy P.D. 32"2 —1 es divisible por 8.
Efectivamente:

322 1=9(32") —1=(32"—1)+8

Por H.I. 32" — 1 es divisible por 8 y obviamente 8 también lo és.
Por lo tanto 32" — 1 es divisible por 8.

b)

i) Sin=1 entonces 62 + 4 = 40 que es divisible por 5.

i) H.I.6™" + 4 es divisible por 5.

iii) P.D.6™2 + 4 es divisible por 5.
Efectivamente:
6™2+4=66™")+4=(6""+4)+5

Por H.l. 6™ + 4 es divisible por 5 y obviamente 5 también lo és.
Por lo tanto 6™ + 4 es divisible por 5.

c) Es falso porque si por ejemplo n = 3 entonces 3-2 = 6 que no es divisible por 24.

2. Seala P.G. de primer término d y razén s. Entonces

3.

4.

29-Th—PcP—9 =

a=dsP', b=ds?', c=ds"!

Luego

alb’'cP  dP"isPq+rq+p—-p—-q-r _ ’
a’bPcd ~ dP++asPq+rg+ro—p—q—r

i) Sin=1entonces @ =4=2-3" -2
i) HI. P(n): a,=2-3"—2".
iy PD. a,,1 =2-3™" — 2™ Tenemos que

8nq = 58,—4-3"+3-2" = 5(2.3" 2" _4.374+3.2" = 6.3" 2.2 = 2.3™1 _pn+1

Luego
a,=2-3"-2" ; paratodo neN.

. 1
) Sin=1 tenemosque§—2+1

1 _n
42 -1 2n+1

i) H.I.

+ -

]
3
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1+ 1 . 1 _n+1
3 4 —1  4m2+8n+3 2n+3

1+ 1 N 1 Hi N N 1
42 —1  4n2+8n+3  2n+1 (2n+1)(2n+3)
(2n+1)(n+1) n+1

~(2n+1)(2n+3) 2n+3

iii) PD.

5. i) Sin=1 entonces2 <2
i) HI.2n < 27
i) PD.2n+1 < 2™

H.I.
21 =2.2n=2"12" > 2n+2" > 2n+2

6. i) Sin=4 entonces 4! =24 >16=2*%
i) H.I. n! > 2" paran> 4.
iii) PD. (n+1)! > 2m1

H.I.
(n+ Nl=nl(n+1) > 2"(n+1) >2".2 = 2!

7. i) Sin =1 entonces el conjunto A = {a} y sus subconjuntos, es decir P(A) =
{¢,{a}} es decir P(A) tiene 2! elementos.

i) H.l. Si Atiene nelementos entonces P(A) tiene 2" elementos.
iy P.D. Si Atiene (n+ 1) elementos, entonces P(A) tiene 2™' elementos.

Sea A={ai,ap,...,an1} entonces A={as, as,...an} U{an}

Por H.I. P({ay, ... a,} tiene 2") elementos y a cada uno de ellos le agregamos
el elemento a,, y obtenemos otros 2" elementos distintos.

Por lo tanto P(A) tiene 2" + 2" = 2™ elementos.

1a) nn+1)

(2n+4)
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b) %n(n+1)(n—1)+n
o) M+ 32 1104 10)
12
2 a) n(r;;1)(21n2+37n+8)
n
o) n+1
c)2m’ +n
d) (n;1)(6m2+6m+2n2+n)
2p
3 a=4k+1,> a=6p"+7p+1
k=p

4 No existe n € N que satisfaga la igualdad
1

5a) 5

n(n+1)2(n+2)

n
2n +1

6 a)n<”;1 +n11>

b)

o) "+ 32 4 1104 4)
12
1
C)Zl
o) ") 72 1on - 5) 4+ n

e) npar: g(1 —n)—n

nn+1)

nimpar: —=—

(n+1)3n—-1)
6

f) (n— 1)+
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10

11

12

13

14

15

16

22

23

24

25

26

) 2+ T)  2n+2) "2

n((n+1)(5@n+1)+2n(n+1) - 2) +1)

(GSII\V)

30

n
a1 —a =r2(10r2+2), > k*= ln(n+ 1)(2n+1)
k=1

n4
1\n 2\n

((3) -(3))
n(22° — 1)
7.224
Deuda:1.820.000 pesos en 13 pagos
3,5,7,9
17
a=0ya= 1

= y = 8
134.062.500
290

8.344

<3n(n+1)—1)

433
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77 (24) = (z5) ~ (z2)

29 (n+2)(*" ")

30 a) (%)"(Zn”)
b) (an>
36 a) nx(1 + x)"!
b) n(n — 1)x%(1 + x)n — 2 + nx(1 + x)* !
c) (1+x3)"
d)o
e) 2" 1(2a+ dn)

f) a(1 + g)"

1r(n+1)x" 2 2 1 2x(x"—1) 1
375[ X —1 (n+(x—1)2>_(x—1)<1+(x—1)2)_ (x — 1) <1+(x—1)2)}

38 3"

Autoevaluacion 6 A

1. Sean a; = 1,a, = 2,...a, = n entonces como tenemos la desigualdad que A > G

nos queda:
ar+---ap

n

> v/ay - ap

Por lo tanto

1+... N 1 N 1\n
+—+n>vm<_>n(n+ )>\/n!<—>(l> > nl
n 2n 2
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2. Dado que:

> @Xk*zi (:) +7”Z (n_1) —2(2™ 1) + 72"

3. a)
50
D@k =1 4Z’<2 4ZK+Z1—166750
k=1 k=1
b)Dado que:
n—1 1 n
(k—1)(_1)kﬁn - (k)
Entonces:
n . K n .
(2—1)( 1)k37 = (Z)(—Uki) (1—3n)
k=2 k=0
= (1-8)"+3n—1 = (-2)"+3n—1
n+t1  k , k . n+1 k-1 k o
4.3 (—1)(1_1)2 -3 1)(/)2
k=3 =2 k=3 i=1
n+1 K / k e 1 1 k , K N
k=3<;(—1)(/)2k 1 (—1)k§>=§<§(_1)(/)2k 1 (1)k)
n+1
=3 (-2 -2 (1)) =41 - 27)

1
— y)90(y—1 o _ (! > 4\k 50—k

5. (1 X) (X +1+X)_<X+1+X>kz;( 1)X
50 50

50
=Z(_1)kx49_k+z k x50-k Z k x52—k
k=0

k=0 o

Luego el coeficiente de x%° es:

() - () - ()
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19 19 19

6. 3x+2)19=>" (15) (Bx) @) = Y (k>(3)kxk (2)19-K

k=0 k=0

Buscamos k entre 0 y 19 tal que:

(1k9) 3k (2)197k — (k1+91 ) 3k+1 (2)197k71

Esto se da para k = 11es decir los coeficientes de x'' y x'2 son iguales y valen:

(139)(17)(19)31329)

Ay

25 25
3 11
2Re=ﬁ, Im=ﬁ
7 17
3Re=ﬁ, Im=ﬁ

4 x=34]

H_
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5 x2—-2x+17
6
1
" %5
8 x=1,y=-1

10 a)z+u=—1

b) zu= -8+ 14/
C)z_ 4 7/
- 5710

12 a)x=i —1—i

) x = S[(14V3+VB) — (145~ V3], 1[(1 - V3~ vB)+ (5~ V3 1)
14 z=%<1i\/§i>

15 a)z=g+2i

b)Z=§+i

17 a) 2cis(—g)
T

b) 2cis( 3

)
¢) V/3cis(arctan(—v/2)))

d) v/3(cis(arctan(v/2)))
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e) 5cis(arctan(5))

f) 20cis(~)

Q) 5(cis(arctan(—%)))

h) 7c/s(—g)

19 21005 ¢j5(837, 57)

21 a) z= \*Vﬁcis(#swm), k=0,1,2,3,4,5)

23 =(—1)"2 cos(%)

4x3 2
28 a)=x3—x2+1+#
x4 —x+1

8x +1

3 _ 2_2 et

o)x* —x X x4

30 a) Cuociente= 2x3 — 10x? + 27x — 59, Resto= —118

b) Cuociente= —x2 + 4x2 + 8x + 24, Resto= 72

c¢) Cuociente= (n — 1)x" 2+ (n—2)x" 3 + ...+ 2, Resto=

1
(x—1)
31 p=2,9=3

33 a=-3, b=4.

3
1+ 5 1—
35 P(x)=10(x —1/2) | x —

36 x=1+2i,2, -1
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37 x=2+3i,2—-3i,—1,-1

c) No tiene

39 a)Si
b) No
c) Si

42 a)2,3,3, -4, -4, -4

43 a) x® —7x2+17x — 15
b) X® — 4x2 + 36x — 144
c) 3x3 —17x% + 27x + 11
d) 6x3+21x%> —12x + 7.

1
45 k = —
5

3271 4 32— 4
4 = =
6 a=" P vz
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Autoevaluacion 7

1. a)

8 4 gictri— o gidiem e o
Z+1 Z+1 —3+4i
= Z i—5_9i=:>7—1 34i=:>z—1 34/

=55 =5 25 ~57 25

1 .
— , se tiene:

|z + 1]

z+iP=1= |x+(y+1)i|=1=x2+(y+1)2=1

b) Sea z = x + yi, de la condicion |z +i| =

= x>+y?+2y=0 (1)

Ahora, de la condicion |z +i| = |1 + z|, se tiene:

IX+(y+Di|l=|(x+1)+yi|= |x+(+1)i|=|(x+1)—yi

= X+ (y+1)P°P=(x+1P°2+y? = x=y
Reemplazando en (1), se tiene:
2y2+2y=0=y=0V y=—1
Por lo tanto los z € C que satisfacen la condicion pedida son:

20=040i, zp=—1—1i

2. Por el algoritmo de divisién sabemos que
p(x) = (x* = x) c(x) + r(x)

donde el grado de r(x) es menor que el grado de g(x) = x® — x



A.13. Autoevaluacion 7 441

3.

Por lo tanto r(x) = ax?+ bx + 2, ademas:

p0)=4=r(0)=4 (1)
p(l)=1=r(1)=1 (2)
p(=1)=3=r(-1)=3 (3

Reemplazando (1), (2) y (3) en r(x), se tiene:
a=-2,b=-1,c=4
por lo tanto el resto de dividir p(x) por g(x) = x® — x es:

r(x) = —2x>—x+4

a) Como p(x) tiene coeficientes realesy 1 +/ es una raiz de p(x), entonces 1 — i
también es raiz de p(x), de donde p(x) es divisible por:

(x—(1 +/)> (x—(1 —i)) - ((x—1)—i)> ((x—1)+/)) — X2+ 2x 42
dividiendo p(x) por x? + 2x + 2, se obtiene resto igual a
(b+2a+2)x+(c—2a—4)
y como éste debe ser el polinomio nulo, se tiene que:
b+2a+2=0 b+2a=-2
= ()

c—2a—-4=0 c—2a=4

Ademas como q(x) = p(x?) tiene a x = —2 como raiz, entonces
q(—2) = p(4) = 0 = p(x) tiene a 4 como raiz.
Luego:
p(4)=0=64+16a+4b+c=0= 16a+4b+c=—-64 (/I

Resolviendo el sistema (/) junto a la ecuacioén (//), se tiene que:

a=-6,b=10, c=-8
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b) Como las raices de x? + x + 1, satisfacen x? + x + 1 = 0, tenemos:

X +4xP+3x +2xX3 4 x+1=(XF+ X+ xH) +3x° +2x* +2x° + x + 1
=X+ x+1)+20° + x4+ X3 + X° + +x + 1
=xM e x+ 1) +2X30 %+ x+ D)+ (X2 +x+1)+ (x> — x?)
=x O Ex+ 1) +230 %+ x+ D)+ (X +x+ 1)+ x3(x® = 1)
=x*0C+x+ D) +23X P+ x+ D)+ (XP+x+ 1)+ X3 (x = D)X +x+1)=0

De donde las raices de x° + x + 1, satisfacen x® +4x® +3x*+2x3+x+1=0

4. a) Tenemos:

(1+i)=v2eis(7) v (1-i)=V2cis(-7)

— (1+i)¥ = 24ncis(4n-f) y (1 — i) 24ncis(—4n-3>

4 4
Luego
(1 + )* — (1 = i)*" = 22" (cis(nr) — cis(—nr))
= 22" ((cos(mr) + sen(mr)i) — (cos(—mr) — sen(—m)i))
= 22" cos(nr) — cos(nm) = 0
b)

. . ERETTY . , 1 1 )
2= P () 4 |1 = (P g + (/—9) (1)

= Z, = 3+(—1)k +
)
o Re(z) = 4
4+, sik espar= , k espar
Im(z,) =

= Zkx =

o . Re(z) =2 :
2+1, sik esimpar = , k es impar
Im(zy) =1

\
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5. Como el resto la dividir p(x) por x — ¢ es p(c), entonces:
pc)=3c®+12c—-3=¢c*-3c*+11c°+15=3c>+12c -3

Luego c satisface la ecuacion:
c*—6c+11c2 —12¢c+18=0

La unica solucion real es 3, por lo tanto ¢ = 3.

6. a) ay=z—2*y ax=2%2—- 2%, luego:
2 4 2 2 3 2 2 5 8 4 5 6
a1~a2=<z—z> (z —z) =<z -2z +z)-<z -2z +z>
51
= (22—2+23)-<z4—2+z>=z6—222+z3—224+4—22+z7—223+z4
5_1
‘2 z-22+2 2422+ -2+
=222 _z+4
Luego a?-a3 = —z* — 23— z2 — z+ 4. Ahora
22— 1=0= (z-1)Z*+Z22+22+2+1)=0
’
L AP 2rz41=0=2+7+224+2= 1
Asi:
of as=—2"-2 722 —z+4=—(-1)+4=5
b) Tenemos: z = ( sen(a) —sen(5) ) —i cos(a)—cos(ﬁ)),luego escribimos z en
forma polar, esto es z = |z|cis(f), ahora:
2

|z| = \/<sen(a) — sen(ﬁ))2 + (cos(a) — cos(ﬁ))

= /2 — 2sen(a) sen(s3) — 2 cos(a) sen(p)
= /2(1 — (sen(a) sen(3) + 2cos(a) sen(p))
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= v/2(1 — cos(a — ) = \/4 sen? (ﬂ)

2
=:|z|=2sen<agﬂ),a#6

Ademas ¢ es tal que:

_sen(a) —sen(p) 2 Sen <a ; 6) cos (a;ﬁ>

B a+
0 ()T e 2
y
sen(p) = 223(2) — o) _ “zeen(” ; ﬁ) il <ﬂ z) = sen <M>
2sen<a;5) 2sen<a;ﬁ) 2
donde QTM € [—g g} Luego:
z=2sen (a;5> cis<&;ﬁ>
— 20 = 2% sen®® (° > b ) cis (200 +203)

7. a) Setiene: p(x) = (x?2 — 1)g(x) + (16x — 6), dividiendo
p(x) = x* — 6x% + (b? + 12)x — 2a por x* —1,
se obtiene cuociente x — 6 y resto
r(x) = (b + 12)x — (2a + 6)
como el resto debe coincidir con 16x — 6, se tiene:

b>’=4,a=0=a=0,b=+2

b) Como p(x) tiene coeficientes reales y o = 2 — v/3i es raiz de p(x), entonces
@ = 2 + /3i también es raiz de p(x), luego p(x) es divisible por:

(x —(2- \/§i)> (x _(2+ \/5/)) - ((x _2)+ \/5/)) <(x _2) \/§i)>
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=(x—22+3=x2—4x+7
Dividiendo p(x) por x? — 4x + 7, se obtiene cuociente x — 2 y resto
r(x) = (b — 3)x + (14 — 2a)
como el resto debe ser el polinomio nulo, se obtiene:
b*=3,a=7

por lo tanto
p(x) = x* — 6x% + 15x — 14

y de aqui se obtiene que la Unica raiz real es x = 2.

Capitulo 8
3 x=4.
4 x =In(2v2 +3)
5x=0
6 a)x=-6
b) x =1
C)x—ﬂ
~ 18
dx=e—-2
e){2,4}
fx=6
g)x =7
h) {1,9}

445
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7 4f(x)
8 a) Dom(f) =R, Rec(f) = R*, Dom(g) =]1, oco[, Rec(g) =R
10 2x

11 a) x=20,y=5

b) x =100,y =10

12 a) Dom(f) = R — {0}, Rec(f) = R
b) Dom(f) =]1, o[, Rec(f) = R
c) Dom(f) = R, Rec(f) = [-1, o0]
d) Dom(f) = [1, o[, Rec(f) = R}
e)Dom(f) = R*, Rec(f) = Z

13 3000

14 a) 5

b) L = Ly1015-04m
15 ~ 5.234 anos

16 a) 3

b) I = 1083},

17 a)En el afo 2010:~ 7,24 miles de millones. El afio 2037.
b) A =600e%"!

c)Ag ~ 50,34 conejos. En 12 afos mas habran ~ 667.294.644 conejos.
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18 a) Aproximadamente en 17 horas y 19 minutos quedaran solo 50 gramos.

b)A las 8 horas hay aproximadamente 0,02 gramos.

Autoevaluacion 8 A5

1. Se trata de determinar t de modo que

1
ﬁ=yoe—o,3z=:>e—o,3t=l=:>_o,3t=|n ~) = —0,3t=—1In(2)
2 2 2

In(2)
= Me 2,31
=t 0’3=:>l‘ , 3

Luego demoraria aproximadamente 2 afios y 3 meses.

2.
0<InX®—x)<1=e" <™ <eglem1 < x2—x < e
~~ ~~
I n
El dominio de la inecuacién esta dado por:
X2 —x>0=x(x—1)>0= x € R U], +o9]
e Para /)
1— 1
X—-x>1=x*-x—-1>0=x¢€]—00, 2\/§]U[ +2\/§,+oo[
e Para /)
1—V1+4 1+V1+4
xX°—-x < e=x*-x—e < 0= x€]-, 2+ e]u[ * 2+ e,+oo[
La solucién de la inecuacién esta dada por
1-v5 1++/5 1—V1+4e 1+v1+4e
(1- oo, JUl , +0a]) () (1 — o0, Jul , +0])
2 2 2 2
1—+V1+4e 1++v1+4e
=] — o0, U , +00]

-
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3. i) Seanx;,xx <0

f(X1) = f(X2) = eg(x1) 1= eg(XZ) -1 = eg(x1) — eg(XZ)

einyec. ginyec.
= g(x1) = glx) = X1 =X

i) Sean x;, X2 > 0

In inyec.

f(x1) = f(xe) = In (2= g(xi) ) =In (2~ g0xe)) "5 2~ glx1) = 2 - glee)

= g(Xy) = g(x2) 9 e X1 =Xp

iii) Sean x; < 0y x» > 0, entonces:
flx) = ) —1 y () =In (2~ glx))
Ahora, por hipétesis ,g(x) < 0, Vx € R, luego

e9% < g =1 pues e es creciente

Por lo tanto
e9% _1 < 0= f(xq) <0

Ademas:
gx) < 0= —g(x) >0=2-g(x) > 2

— In (2 . g(x)) > In(2) > 0 = f(x) > 0
De i), ii) y iii), f(x) es inyectiva.

4. Sea ty tal que y(fp) = 500 e"®Vb = ;| se trata de hallar t tal que
y(t) =500 &M@V = 3y,

esto es:
ghn(81) ¢

SEG =S = |n(3)=|n(81)t—ln(81)to=:>In(3)=ln(81 t)

8110

=:£=3=:t=3to
fo

Luego, cada 3 horas se triplica el nUmero de bacterias en este cultivo.
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5.
9*.3r = 27 @@y = 3 3y = 38
= =
oXy 4x — 4 oxy (2% = 22 oxys2x  _ o2
2x+y = 3(1)
—
Xy+2x = 2(2)

De (1) : y =3 —2x, y reemplazando en (2), se tiene:
X(3—2X)+2X=2=:>2X2—5X+2=0=:>X=2\/X=%

Por lo tanto las soluciones al sistema son los puntos:

o).

6. a) Debemos hallar t; de modo que

3N0=Noe°’”—>0,1,t=ln(3)=:>t=|g(—31)=10,896

Por lo tanto el tiempo transcurrido es de aproximadamente 10 meses y 29 dias.

BX _ 05X = _6 — 5 — (52>X - 6= 5 — (5*)2 -6
Si z = 5%, entonces hay que resolver la ecuacion:
z—722=6=22-2-6=0=(z2-3)(2+2)=0=2z=3V z=-2
Pero z = 5%, luego z = —2 es imposible, por lo tanto:

z=3=5 =¢Xm(5)—'”(3)=$x_ln(5

~ |~
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7. Consideramos el tiempo inicial fy = 0 como 1997, de donde se tiene:

y(0)=yp=12
Para 2007 que corresponde a t = 10, se tiene:
y(10) = 12 €' = 16 — 10k = g — k= '”(14({3) 0,029

Por lo tanto, el modelo exponencial, es de la forma:
y(t) = 12 00291
Por lo tanto para el aflo 2012 que equivale a t = 15 se tiene:
y(15) = 12902915 ~ 23 17

Luego la poblacién estimada es de 23.177.000 habitantes.

1 Area: 29
2 P(-5,1)

3 a) Si
b) Si a, b # 0, entonces Si

4 Abscisa= 1
6 La simetral del trazo AB de ecuacion:3y + 2x = 9
7 La circunferencia de centro C(2,3) y radio 1 de ecuacion (x —2)? + (y — 3)2 = 1
8 xy+7y +x —17 =0, que corresponde a una hipérbola.
21
11 k = —T
12 = Ex @ 2N = EX ﬁ
V=7 X 77 V=317 17

13 Las rectas de ecuaciones:131x — 177y +568 =0 AN 181x — 57y +368 =0
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14 La recta de ecuacién 9x — 8y = 10

15 x2+y? —6x —4y —13=0
16 29x2 +29y2 — 15y — 113x — 228 = 0

1 925
2 Ty o
17 (x +10) +y+2) e

18 (x —1)2+(y —5)2=5, (x — 182+ (y — 12 =5
19 Longitud: v/18
20 Distancia minima: 5; distancia maxima:15.
21 9x2+9y? —19x -3y —-30=0
44 , 3362

22 (X—§)2+y —Tw, (X—4)2+y2=10.
24 a)} —%,o[
b)m=OAm=—%

c)m<—%,m20.

2, o 1
25 (X—§) +y =3

28 y?=-8x, F(—2,0),D:x=2

., [/1785
29 Longitud: o8
31 x=1%(y—3)2—4, D:x=-7, eje;y=3

32 a)y=x%—x, F<%,O>, D:y=—%, V(%—%) eje:x=%

oy n () 0091 V(- 31 o=}
C)y = 2x2 — 6x +5, F@,%),D:x:g,V(g,%), ejex=g
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d) x = —y2 -1, F(—g,o), D:y=—§, v<—1,o>, eje:y = 0.

33 Parabola de ecuacion:(x — 2)2 = 2<y - g)

34 a)k <8
b) k=8

Cc)k>8

35 y? =2p(x — p)

X2 y2
36 36 + 20 = 1
40 k = +1
Autoevaluacion 9 A.17

1. La medida / del lado del cuadrado corresponde a la distancia del punto (5,2) a la
recta de ecuacion: L : 2x + y = 7, esto es:
_2-5+2-7] 5

=t ~Ee

5

de donde el areaes 5.

Para obtener las coordenadas de los dos centros, basta intersectar la circunfe
rencia de centro (5,2) y radio v/10(= v/5 - v/2), con Ly se tiene:

Xx—52+(y—22%=10
( Frly-2) = (x—5)%+(7—-2x—-22=10
2x+y=7
— X2 - 6x+8=0= (x-4)(x—-2)=0=x=4V x=2

Si x = 4, entonces una de las diagonales desde (5, 2) tiene como punto final al

1
punto (4, —1) y el centro del cuadrado es el punto medio, dado por (g , 5)
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Si x = 2, entonces la otra diagonal desde (5, 2) tiene como punto final al punto (2, 3)

y el centro del cuadrado es el punto medio, dado por (; , g)

2. Como el centro O de la circunferencia esta sobre la recta 2x — y = 1, entonces es
de laforma O(xp, 2% — 1).

Por otra parte, el radio r de la circunferencia corresponde a la distancia desde O a
cualesquiera de los puntos A o B, por lo tanto si d denota la distancia, entonces:

r? = d?(0, A) = d*(0, B)
= (X0 +3)%+(2x0 —4)* = (X0 — 1) + (2x)> = xp = 3
Asi el centro es O(3, 5) y el radio es tal que r? = 40, y la circunferencia pedida es.
(x —3)% +(y —5)? =40

El area es por lo tanto 40«

3. Como la elipse tiene focos en el eje Y y la longitud del eje menor es 6, entonces
a= 3y le ecuacion de la elipse es de la forma

X2 y2
§+F=1

Como también pasa por el punto (2, v/10), entonces:

4 10 o
§ + E =1=—b"=18
de donde la ecuacién de la elipse es:
X2

y:
TR

4. Los puntos Ay B corresponden a la interseccién de la recta x + 2y = 1 con la
circunferencia x? + y? = 16, esto es:

x=1-2y y x*+y?=16= (1-2y)°+y? =16

=:>5y2—4y—15=0=:>y=2 V y=_g
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Luego los puntos Ay B son A(—3,2)y B (g ; —g)

El centro O de la circunferencia buscada es el punto medio entre Ay B, de donde

1 2 .
@) ( ) y el radio es la distancia desde O a cualesquiera de los puntos A o B,

55
po J(18Y, (8) . [e4
B 5 5/ V5

estos es:
Luego la ecuacion de la circunferencia buscada es:
oYL, 2\ 84
5) "\Y"5) 75

5. Sea Py(Xo, yo) un punto cualquiera en el lugar geométrico, entonces:

e La longitud de la tangente desde Py aCi es dy = \/x¢ + yz — 4

e La longitud de la tangente desde Py aCo es do = /X5 + Y& — 9

e Como la suma de las longitudes es 5, entonces:

VX+Ye A+ Gy —9=5= \[x¢+y2—4=5-\/x¢+)g -9

= X +YE—4=25-10\/x2+y2 - 9+x+yZ -9
= 10\/X2+ Y2 —9=20= /X2 +y2 —9=2=xE+y; —9=4

= X5 +y5 =13

Por lo tanto el lugar geométrico corresponde a la circunferencia de centro (0, 0)
y radio v/13.
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6. a) La circunferencia C puede reescribirse como:

52 5\°_33
(x—2) +(y+2) =5

Por lo tanto C tiene centro (2, —g) y radio V%

b) Como la circunferencia C; tiene el mismo centro que C, entonces la ecuacion
de C; es:

2
(X—2)2+<y+g) =r?

y por las condiciones de tangencia, el radio corresponde a la distancia del
centro a la tangente, esto es:

Por lo tanto:

7. Por las condiciones dadas, si P(x, y) es un punto cualquiera de la parabola P bus-
cada, entonces:

P(x,y) €P = |x| = x—22+ (y — 1
— X2 = (x = 2P+ (y —1)? — (y — 1P =4(x— 1)

Luego la ecuacién de P es:

P:i(y—12=4(x—-1)

y luego tiene foco en (2, 1), vértice en (1, 1) y directriz la recta x = 0 (eje Y).
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1 a) Acotado inferiormente por 1 y superiormente por 2 que son infimo y supremo
respectivamente

b) Acotada inferiormente por 0 que es su infimo y no es acotada supriormente
c) Acotada inferiormente por —1 que es su infimo y no esta acotada superiormente

d)Acotada inferiormente por —2 que es su infimo y superiormente por 7 que es su
supremo

e) No es acotada inferiormente ni superiormente

f) No es acotada inferiormente y es acotada superiormente por v/3 que es su su-
premo

g) Es acotada inferiormente por 2 y no tiene infimo y no es acotada superiormente.

6 a)

wl N

b)no = 16.6724

n—oo

. 1
8 Ilim a,,=§

Wl N

9 a) lim a, =

n—oo

b) lim a, =1

n—oo

c) lima,=2

n—o0

d) lim a, = —%

n—oo

e) lima,=1.

n—oo
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10

11

12

14

15

18

19

21

a) lima,=0

n—oo

b) lim a, =1

n—oo

; 1
c) lim a, =3

d) lim a, = 0

n—oo

e) lim a,=3.

n—oo

a) lima, =1

n—oo

b) lim a, =1

n—oo

c) lim a, =1

n—o0

d) lim a, =0

n—oo

e) Diverge.

; 7
Jim an = =55

n—oo

n—oo

lim a, =1

n—oo

n—oo

a) lim a,=+ve

n—oo

b) lim a, = €°

n—oo

457
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c) lim a, = é*

n—oo

d) lim a,=e!
n—oo

a> — bc
e) lima,=e ab

n—oo

Autoevaluacion 10 m

1. a) Veamos que 1 es el supremo de A.

n . :
Para ello,es claro que ] < 1 asi 1 es cota superior.

i 1—¢
Ademas, seae >0y seany, € Ntalque np > ——.
€

Mo

cA
n0+1

Entonces 1 — e <

2. Sea ly = Sup(A) y kL = Sup(B).
Tenemosque h > x, Vx e Ay b > y,Vy e B
Por lo tanto

h+h>x+y, V(x+y)c A+B

luego h + kb es cota superior de A+ B.

Seace > 0, entonces dx € A, (I} — % < X) A dy € B, (/2—5 < y).

Por lo tanto
IJx+y)e A+B((h+h)—e<(x+Y))

Luego 1 + h = Sup(A + B)

b) Totalmente similar a la parte a)y ¢ totalmente similar a d) d) Como /; > x,Vx €
A,y como a < 0 tenemos al; < ax, Vax € aA Por lo tanto al; es cota inferior de aA.
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4.

Sea ¢ > 0, entonces g < 0,luegodx e A(h + é < x) Es decir

J(ax) € aA(ah + € > ax)
Con lo cual queda demostrado que

al = Inf(aA)

a)
i) Si n=1 entonces a; =3 > 1
i) H.I. a, > 1
i) PD. ap,1 > 1

1  a,Hl

net = =+ — >
n+1 2 2

N =

Por lo tanto
vn e N(a, > 1
i) Sin=1entoncesa=1<a; =3
ii) H.I. an+1 < an

iii) P.D. ano < ans1

1+ap HI. 1+ a,
dny2 = > u P = an41

Por lo tanto
vn E Nan+‘| < an

b)La sucesion es decreciente y acotada inferiormente por 1, por lo tanto es conver-
gente. Supongamos que su limite es L, entonces

1+L<—>L=1

ima,=L+< limap1=L< 1=
n—oo

n—oo

[) Usando induccion, veamos que (an)nen €S decreciente.
1 1

n=1. &@a=10——=10—-— < 10=2a

— % a 10 — !

_-I-angan1

n+1. Por H.I

2 < 2 1 1 —1 —1
m= n_‘1| an o é?ln1 an B anf1
= 10— — < 10— = apy1 < ap
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Il) Veamos usando induccién, que (an)nen €S acotada inferiormente por 5.
n=1. =10 > 5

H.l a, > 5

n+1 Por H.I

a,,>5=:>l<1=:>—l>—1=:>10—l>10—1=:>a,7+1 > 5
- a, 5 a ~ 5 an 5 -

[Il) Por lo tanto, la sucesién es decreciente y acotada inferiormente, luego conver-
ge, esto es, existe L tal que lim a, = L . Entonces

n—oo

1 1
L=Ilima,=Ilimap=Iim10—- — =10 —
n—oo n—oo

n—oo an Z
L=5-+24

= [?=10L -1 = Y,
L=5+24

Asi
lim a,=5+v24 , puesL > 5

n—oo

5. lima,=0

n—oo

6. lima,=¢€’

n—oo

1
7. a)Dado que a, > 0,Vn € Ny que a, < an,1, entonces a > P vn € N. Luego
n n+1
se trata de una sucesion decreciente acotada inferiormente por cero, luego es con-
vergente.
26
b) lim a,= —
)n—>oo n— a7
c)lim a,=1
n—oo

Autoevaluacion Final m

1d
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acotado, 350

acotado inferiormente, 350
acotado superiormente, [349
amplitud, 144

antecedente, [14

argumento, |256

Axioma del supremo, 56
axiomas de campo, |42

axiomas de cuerpo ordenado, 56

bicondicional, |3

circunferencia
centro, 310
ecuacion enforma general, 311
ecuacion en forma reducida, 310
eje radical,[316
radio, 310
recta tangente, (313
conjugado de un numero complejo, 251
conjuncion, 3
consecuente, 14
contradicciones, 12
contraejemplo, 11
convergencia, 362
Convergencia al numero a, 362
coseno, (139
cota inferior, 349
cota superior, 349
cuantificador, |6
“ existe un unico”, |7
existencial, 7
universal, 6
cuociente, 269

definicién, 19
demostracién, 19

por contradiccion, 21

por contraposicion, 22
desplazamiento de fase, |144
diagrama de Venn, 25
disyuncion, 3

465

divisible, 267

ecuacion, |58
conjunto solucién de una, 58
de segundo grado, 59
método de completacién de cuadra-
dos, 59
lineal o de primer grado, |59
solucién, 58
eje
ecuaciones de transformacién para ro-
taciones, 341
angulo de rotacion, [341
eje imaginario, 255
eje real, 255
ejes
ecuaciones de translacién, 324
translacion, 323
elipse, 328
centro, 329
eje focal, 329
eje mayor, 329
eje menor, 329
focos, 328
lados rectos, 329
vértices, [329
exponenciacion real de a, 361

factorial, 191

forma candnica, 250

forma polar, |256

frecuencia, (144

funciones
n-ésimo término, |124

funcion
acotada inferiormente, 109
acotada superiormente, (109
biyeccion de A sobre B, |92
cero, (104
composicién, |87
compuesta, 87
cota inferior, 108



cota superior, 108
creciente, 107
decreciente, [107
estrictamente creciente, [104
estrictamente decreciente, 104
impar, 103
inyectiva, |90
mondétona, 107
negativa, |101
no creciente, 107
no decreciente, 107
par, 103
parte entera, 117/
periodo, 110
periddica, 110
positiva, (101
raiz, 101
relacion inversa, 90
sobre B, |92
uno a uno, 90
funcion exponencial natural, 286
férmula de Herén, 169

gréfico, |81

hipérbola
asintota, 335
centro, 335
eje focal, 335
eje transverso, 335
equilatera, 336
focos, 333
vértices, 334

imagen, 78
implicacién, 3
inecuacion, |61
conjunto solucién de la inecuacion, 61
de segundo grado, 62
lineal o de primer grado, 62
solucién, 61
interseccion de conjuntos
definicion, 194

lenguaje matematico, 1
lugar geométrico, 345
l6gicamente equivalentes, 13

mayor, mayor o igual, menor o igual, po-
sitivo y negativo, 47

menor que, |46

maximo, 350

minimo, 350

maodulo, 256

moédulo de un nimero complejo, 251

negacion, 2
ndamero
instrumento, 37
natural, 37
racional, |37
real, 40
cero, 41
conjunto, 41
menor que, 41
producto, 41
suma, 41
uno, 41

paradoja del mentiroso, 29
parte imaginaria del complejo, 248
parte real del complejo, 248
parabola
cuerda focal, |321
directriz, 317
eje, 317
foco, 317
lado recto, 321
vértice, 317
periodo, 144
plano complejo, 255
polinomio
complejo, 275
real, 275
predicados, 5
preimagen, 78
Primer Principio de Induccién, [183
productoria, (193



progresion aritmética infimo, 350
definicién, 194
progresion arménica
definicion, 195
progresion geométrica
definicién , 194
promedio aritmético, |223
promedio armonico, 223
promedio geométrico, 223
proposiciones, 2
proposicién
simple, 4

radian, |138
raiz, 266
recta
distancia de un punto a, 307
ecuacion
forma comun, 305
punto-pendiente, 304
simétrica, 305
inclinacion, 302
pendiente, 302
rectas
paralelas, 303
perpendiculares, 303
relacion binaria, 78
resto, 269

semirecta positiva, 38
seno, 139

sumatoria, 191
supremo, 350

tabla de verdad, 11

tangente, 139, 143

teorema de las proyecciones, [168
trazo unitario, |38

trivialmente verdadera, 10

union de conjuntos
definicién, 193

variables, 5
verdades ldgicas, 12
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